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R esum o
Neste trabalho estudamos um modelo de três monômeros que podem ser adsorvi- 
dos em redes uni- e bidimensionais. Consideramos diferentes taxas de reação entre pares 
de monômeros. Inicialmente estudamos em detalhe a situação quando a reação entre um 
dado par de monômeros é proibida e, em seguida, quando todas as reações são permiti­
das. Usamos as aproximações de campo médio e de pares para desacoplar as equações de 
movimento que descrevem a evolução do sistema. Determinamos os estados estacionários 
e o diagrama de fases dos modelos, indicando regiões físicas onde as reações são proces­
sadas continuamente. O diagrama de fases e os estados estacionários foram investigados 
por métodos analíticos e numéricos, e encontramos a Unha de estabilidade dinâmica das 
soluções. Quando os três pares possíveis de monômeros exibem a mesma taxa de reativi- 
dade, o diagrama de fases que obtivemos em duas dimensões é simUar àquele determinado 
por Bassler e Browne [Phys. Rev. Lett. 77, 4094 (1996)] em uma dimensão e usando a 
aproximação de pares.
nA bstract
In this work we studied a model of three monomers which can be adsorbed on one 
and two dimensional lattices. We take different reactivity rates among pairs of monomers. 
For instance, we study in detail the situation when the reaction between a pair of monomers 
is forbidden and then we studied the case where all the monomers can react with each other. 
We used the mean-field and the pair approximations to obtain the equations of motion for 
the evolution of the system. We found the stationary states and the phase diagram of 
the models indicating physical regions where reactions are proceed indefinitely. The phase 
diagram and the stationary states were investigated by analytical and numerical methods, 
and we stress the dynamical stabiUty of the solutions. When the three possible pairs 
of monomers exhibit the same reactivity rate, the phase diagram (we obtained) in two 
dimensions is quite similar to the one fotmd by Bassler and Browne [Phys. Rev. Lett. 77, 
4094 (1996)] in one dimension, using the pair approximation.
C apítulo 1 
Introdução
Sabemos que a descrição de sistemas físicos envolvendo um grande número de 
graus de liberdade é possível através de um tratamento estatístico, onde as conhecidas leis 
da teoria das probabilidades são aplicadas, de modo que as grandezas macroscopicamente 
mensuráveis são relacionadas com os valores médios de grandezas microscópicas. Por e- 
xemplo, a temperatura de um sistema (isolado) é definida em termos da energia cinética 
média dos constituintes do sistema. Para tal descrição existe um formalismo (o formalismo 
Gibbsiano) que é um método de solução de problemas aplicado aos sistemas que estão em 
equilíbrio termodinâmico, isto é, sistemas em que as variáveis que o caracterizam (como 
pressão, temperatura...) não variam mais com o tempo [1, 2]. Este é o trabalho da Mecânica 
Estatística de Equilíbrio, que descreve os sistemas físicos que estão em equilíbrio térmico.
Porém, muitos dos sistemas estudados não estão em equilíbrio, seja dinâmico ou 
térmico: o aquecimento da água para se fazer um café, ou o resfriamento de uma sala com 
um condicionador de ar são exemplos de sistemas que não estão em equilíbrio térmico com
o meio que Os cercam pois apresentam temperaturas diferentes daquele meio.
Além destes existem os sistemas biológicos que sempre estão sujeitos a diferenças 
de pressão, de temperatura, de concentração das espécies e também a reações químicas. 
Neste caso, o estudo destas reações nos ajudaria a compreender os vários aspectos da vida, 
desde a simples formação de um vírus até a formação de um ser mais complexo [3]. Além 
disso, o conhecimento de muitas reações poderia até melhorar o meio ambiente e preservar 
mais a natureza. Por exemplo, sabemos que os automóveis emitem grandes quantidades 
de monóxido de carbono (CO) que é um gás consideravelmente poluidor. Mas há aquela
famosa reação de oxidação CO+^Oi CO2 [4] que, se compreendida em detalhes, pode ser 
aproveitada no escapamento dos veículos para diminuir o índice de poluição. Permitindo-se 
que o CO liberado na combustão reaja, de algum modo, num recipiente com O2 extraído 
da atmosfera, então os veículos seriam menos poluentes; esse é o papel desempenhado pelos 
catalisadores existentes hoje nos carros. Como existe uma diferença de concentração das 
espécies entre tal recipiente e o meio externo haverá a difusão das partículas produzidas 
(CO2) de um meio para o outro e, portanto, trata-se de imi sistema físico que está fora 
do equilíbrio. Então, métodos específicos devem ser aplicados para descrever o processo de 
reação já que não há um formalismo de Gibbs para sistemas fora de equilíbrio.
ZiíT, Gulari e Barshad [4] propuseram um modelo para esta reação, que ficou co­
nhecido como modelo ZGB. Sabendo-se que esta reação pode ser catalisada pela platina, 
eles simularam a superfície deste metal através de uma rede quadrada onde cada sítio 
da rede pode ser ocupado por apenas uma das espécies reagentes, CO ou O2 , sendo que 
este último necessita de dois sítios vazios primeiros vizinhos para ser adsorvido. Como 
podem ser escolhidos para a adsorção ou o monóxido de carbono, ou o O2, então o modelo 
necessita de apenas um parâmetro, yco, para descrever os seus estados estacionários. Este 
parâmetro está relacionado com as pressões parciais dos gases e podemos interpretá-lo 
como a probabilidade de que o próximo elemento reagente que será escolhido para ser 
adsorvido seja CO. Quando uma molécula de CO é adsorvido nimi sítio que inicialmente 
está vazio, os seus quatro vizinhos mais próximos são pesquisados à procura de algum 
átomo de oxigênio para que haja a formação do CO2 , que imediatamente deixa a rede 
produzindo dois novos sítios vazios e uma nova reação pode iniciar. Entretanto, se o reagente 
escolhido for O2 , com probabilidade 1 — yco, então será necessário imi par de sítios primeiros 
vizinhos vagos para que esta ligação entre os átomos de oxigênio seja rompida, e cada átomo 
seja adsorvido independentemente em cada sítio. A seguir, os seis sítios vizinhos mais 
próximos destes serão pesquisados à procura de algum CO para que ocorra a formação do 
gás carbônico. A simulação deste modelo mostrou que o sistema pode evoluir para três 
classes de estados estacionários, dependendo do valor do parâmetro yco- para yco  < 2/i a 
rede acaba completamente coberta por átomos de oxigênio, enquanto que para yco > U2 tal 
saturação se dá com moléculas de CO. Se yi < yco < V2 o sistema evolui para os chamados
estados reativos, isto é, estados estacionários em que a produção do dióxido de carbono 
ocorre continuamente. O modelo também apresenta mudanças em seu comportamento 
estacionário semelhantes às transições de fases dos sistemas em equilíbrio. Uma simples 
alteração no valor de yco pode levar o sistema para estados estacionários bastante diferentes. 
Por isso, tais mudanças de comportamento foram chamadas de transições de fases cinéticas. 
Assim, muitas das nomenclaturas dos sistemas em equilíbrio foram estendidas aos sistemas 
dinâmicos. A transição do estado estacionário saturado por O para o estado estacionário 
reativo, no modelo de ZGB, ocorre de maneira contínua, sendo semelhante a imia transição 
de fases de segunda ordem, onde as densidades das espécies depositadas na rede variam 
de modo contínuo em função de yco- Já a transição do estado estacionário reativo para o 
estado estacionário saturado de CO se dá de maneira descontínua sendo, então, análoga a 
uma transição de primeira ordem.
Dickman [5] aplicou as aproximações de campo médio e de pares ao modelo ZGB 
a fim de obter expressões anaKticas para os resultados encontrados via simulação. Como a 
rede pode conter sítios vazios ou ocupados por átomos de oxigênio ou por moléculas de CO, 
então definiu Pi = N^/N, sendo a quantidade de sítios da rede ocupados pela espécie i e 
N  o número total de sítios, como sendo a densidade de sítios ocupados pela espécie ou a 
probabilidade de que um sítio da rede esteja ocupado por algum reagente do tipo i. Desta 
forma são encontradas as equações diferenciais que descrevem a evolução temporal destas 
quantidades. Para a aproximação de pares foram utilizadas as densidades de pares, ou de 
ligações do tipo i — j ,  o que significa que um par de sítios primeiros vizinhos está ocupado 
por um elemento do tipo i e por um elemento do tipo j . Estas aproximações serviram de 
base para uma série de trabalhos que foram estudados envolvendo reações em superfícies 
cataKticas (ver referência [6] e citações nela contidas).
Em nosso trabalho usaremos também estas aproximações para o estudo de um sis­
tema envolvendo três monômeros reagentes cujas reações podem ser catalisadas por alguma 
superfi"cie.
E claro que o modelo utilizado para descrever certa reação vai depender da própria 
reação. Krapivsky [7] estudou um modelo de reação catalítica irreversível envolvendo dois 
monômeros A e  B  reagindo entre si para formar um dímero (AB), considerando que cada
sítio da rede pode ser ocupado por apenas uma das espécies reagentes, e a reação somente 
ocorre entre espécies distintas que são vizinhas mais próximas. Ele mapeou esse processo 
no modelo de Ising cinético, e mostrou que a dinâmica do processo é uma superposição 
das dinâmicas de troca de spins à temperatura infinita (dinâmica de Kawasaki [8]) e da 
dinâmica de inversão de spins à temperatura nula (dinâmica de Glauber [9]). Resolvendo 
esse modelo analiticamente ele mostrou que o tempo de saturação da rede com uma das 
espécies é proporcional a N  In N,  onde N  é o número de sítios da rede.
Modelos mais realistas devem levar em conta a difusão das espécies na rede, dessorção 
espontânea [10] sem que tenha havido alguma reação, recombinação dos reagentes, efeitos 
da temperatura, etc, o que aimienta a complexidade de tais sistemas. Se aumentarmos 
em um o número de monômeros reagentes teremos um sistema completamente distinto, 
com diagrama de fases muito diferente. Um exemplo é o modelo introduzido por Bassler 
e Browne [11]. Eles consideraram um modelo xmidimensional de reações catalíticas envol­
vendo três monômeros distintos, e utilizaram as aproximações de campo médio, de pares e 
até de tripletos [12] para a determinação do diagrama de fases que envolve transições entre 
estados estacionários distintos de acordo com os valores dos parâmetros usados no modelo.
Neste trabalho será considerado imi sistema de três monômeros cujas reações são 
supostas catalisadas por alguma superfície. Vamos admitir que dois destes monômeros não 
podem reagir entre si e reagem com um terceiro monômero com taxas de reações diferentes, 
através da introdução de um parâmetro (/?) que medirá a probabilidade relativa de reação. 
Dependendo do valor deste parâmetro, bem como de outros, o sistema pode se comportar 
de modo diferente, inclusive reproduzindo resultados de outros modelos. Desta forma, no 
capítulo 2 apresentamos a versão unidimensional do modelo que é descrita nas aproximações 
de campo médio e de pares. No capítulo 3 estendemos a descrição para o caso bidimensional. 
No capítulo 4 apresentamos outras possibilidades de reações envolvendo os três monômeros, 
como, por exemplo, a reação entre todos os pares, que é a forma bidimensional do modelo 
de Bassler e Browne. Em todos os casos utilizamos as aproximações de campo médio e de 
pares, e as equações diferenciais resultantes são resolvidas analiticamente (quando possível) 
e numericamente para obter os estados estacionários, possibilitando a determinação do 
diagrama de fases e a estabilidade do sistema em torno destes estados.
C apítulo 2
M onôm eros na cadeia linear
2.1 Aproxim ação de cam po m édio
Consideramos uma rede unidimensional dividida em sítios, onde cada sítio ou pode 
estar vazio ou pode conter apenas um elemento e este pode abandonar a rede mediante 
alguma reação. O sistema é estudado no limite em que a reação é controlada pela taxa de 
adsorção. Sejam dois monômeros B e C que competem entre si para reagir com um terceiro 
monômero que chamamos de A  para formar os dímeros A B  e A C , e suponhamos que B e 
C não reagem entre si.
Vamos tomar como sendo a probabilidade de que o próximo monômero a ser 
adsorvido na cadeia seja da espécie k. Como deve chegar imi elemento por vez é imediato 
que
Va +  Vb + y c  =  '^ 7 (2 .1)
para que a probabilidade de adsorção de qualquer espécie esteja normalizada. Estas proba­
bilidades devem ser constantes desde que nossa superfície (unidimensional) esteja em con­
tato com algum reservatório infinito de monômeros A, B  e C.
Vamos admitir que ocorrem reações num dado sítio i da rede envolvendo seus 
primeiros vizinhos, sem levar em conta as correlações existentes entre tais sítios. As reações 
possíveis de ocorrer, neste caso, são:
A - \ - V ^  Aads. B  + v ^  AB  + 2v A + v AB 1 + 2v
B ^ V ^  Bads. C + v AC  t  +  2-1; A + v AC  ^+ 2v
C + V Cads.
6Nesta tabela v significa um sítio vazio e o subscrito “ads” indica adsorvido. Desta 
forma, a primeira reação nos diz que o monômero A  caiu num sítio que estava vazio e 
fica adsorvido. Já a reação C + v ^  AC + 2v nos diz que o monômero C  caiu num 
sítio que estava vazio e, por haver um monômero do tipo A  a sua volta, eles formaram o 
dímero AC  que imediatamente abandonou a rede deixando dois novos sítios vagos para que
0 processo da reação possa continuar novamente (que também significa a restauração do 
catalisador representado pela rede). Na aproximação de campo médio as taxas para estas 
reações são estimadas com base nas densidades locais de monômeros, não levando em conta 
as correlações espaciais, de maneira que a probabilidade de termos um par de sítios do tipo
1 — j  é simplesmente o produto de tais densidades. Por causa disto, muitas reações deixam 
de ocorrer, como a existência de pares AB  próximos, alterando os resultados. A descrição 
exata do sistema se dá através de uma equação diferencial, chamada equação mestra, que 
descreve a evolução temporal da probabilidade de ocorrência de uma dada configuração da 
rede e, para isto, devemos conhecer as taxas de transição entre tais configurações. Mas isto 
pode tornar o problema mais complicado.
(i) A + v A o4s. :
Neste caso A é selecionado para ser adsorvido com probabilidade independente­
mente do sítio i estar vazio ou não (figura 2 .1).Este evento ocorre com probabilidade yAPv,
Figura 2.1: R^resentação da rede unidímensionál em que o sítio central i está vazio para receber os elementos que 
poderão reagir com os seus vizinhos mais próximos.
onde Pv é a probabilidade de i estar vazio, e levamos em conta que ela é a mesma para 
qualquer sítio, p^ também pode ser interpretado como a densidade de sítios vazios, já que 
Pv = ^  é o número de sítios vazios dividido pelo número total de sítios da rede N^. Esta 
dupla interpretação se dá porque os sítios vazios estão distribuídos aleatoriamente na rede.
^Da mesma forma podemos definir as densidades de sítios ocupados pelos monômeros A, B  e C  como 
Pa , Pb   ^Pc , respectivamente.
Para que A  fique ádsorvido na rede é necessário que os seus dois sítios vizinhos não este­
jam ocupados nem por B  e nem por C; caso contrário, haverá a formação do produto AB  
ou AC. Logo, os sítios vizinhos de i ou devem estar vazios ou devem estar ocupados por 
outro A e  a probabilidade para isto vale (pA +  Pv)^ = (1 — Pb — Pc)^, que é a probabilidade 
deles não estarem ocupados nem por B  e nem por C, onde usamos a relação de vínculo 
Pa +Pb +Pc — 1 ~Pv, já que cada sítio deve possuir um monômero A, C ou deve estar 
vazio. Portanto, a taxa para que tal reação ocorra vale
VaPv {pa "I” Pv} j (2-2)
fornecendo-nos A N a = 1 (número de sítios da rede ocupados por monômeros da espécie A) 
e AiVy =  —1; as quantidades de B e de C na rede permanecem inalteradas.
( i i )  B  V  ^ B^dg .
Como B  reage apenas com A então, para que este evento ocorra, é necessário que 
os sítios vizinhos daquele em que B  está chegando não contenham A. A probabilidade deles 
não terem A vale (1 — Pa )^, e a taxa para a ocorrência desta reação é
VbPv (I -  Pa )“^ , (2.3)
onde, neste caso, A N ^  — 1 e AN^ =  — 1.
(iii) C V > Cads. ■
Este caso é igual ao anterior quando trocamos B  por C e obtemos
ycPv (1 -  Pa)^ , (2.4)
com A N c  =  1 e AiV„ =  —1.
(iv) B  + v A B  ] -\-2v :
Para esta reação ocorrer, deve haver pelo menos um A em torno do sítio i. Temos 
aqui duas situações distintas: uma em que os dois sítios vizinhos de i são da espécie A, e 
outra onde apenas um deles é da espécie A. A probabilidade de B  chegar estando i vazio 
e os dois vizinhos ocupados por A vale VbPvPa - Note que não especificamos qual dos dois 
monômeros A deve ser escolhido; B  deve reagir com qualquer um deles. A probabilidade de 
B  chegar estando i vazio e um dos seus vizinhos ocupado por A vale 2yBPvPA (Pb + Pc +Pv), 
isto porque existem duas maneiras distintas de colocarmos um A em dois sítios (por isto.
8o fator 2), e se um dos sítios vizinhos deve possuir A  o outro deve ter C ou estar vazio. 
Como uma situação exclui a outra, então a probabilidade desta reação é
VbPvp\  +  2yBPvPA {pb +Pc + Pv) = VbPv p\  +  ‘^Pa (1 -  Pa ) ■
Adicionando e subtraindo (1 — do termo entre colchetes, a taxa para esta reação poderá 
ser escrita numa forma mais simples
Ub P v (2.5)
onde A N a = —1 e =  1.
(?;) C -\-v AC \  + 2v :
Este caso é igual ao anterior quando trocamos B  por C, e obtemos
ycPv 1 - { 1 - P a ) " \  (2.6)
com =  —1 e AN^ =  1.
Para descrever as outras duas reações que envolvem a formação dos dímeros AB  e 
AC, devemos levar em conta o fato de que existe a possibilidade de o elemento A  chegar 
num sítio vazio e encontrar como vizinhos B e C. Queremos dizer que a formação de 
A B  (AC) dependerá da presença ou não de C (B), já que A  pode reagir com qualquer um 
destes elementos. Devemos então introduzir algum parâmetro que nos diga como é a reação 
entre A e  B  (C) na presença de C (B). Por exemplo, chamaremos de YIab ^ probabilidade 
de A  reagir com B  na presença de C, sendo que na ausência de C este fator vale 1, e na 
sua presença ele fica definido no intervalo [0, 1).
(vi) A  + V AB 'l -\- 2v \
Sabemos que deve haver a formação de AB,  então pelo menos um dos sítios vizinhos 
do sítio vazio deve possuir um monômero B,  o que nos permite identificar duas situações: 
imia em que existem dois elementos B, e outra em que existe apenas um. Para a primeira 
situação ficamos com uma taxa VaPvPb - Para a segunda situação temos um fator 2yAPvPB 
que deve ser multiplicado pela probabilidade de o outro vizinho estar ocupado por C ou não, 
e o fator 2 é justificado pelo fato de existirem duas possibilidades distintas de colocarmos 
um B  em dois sítios. Não havendo C, tal probabilidade será (pa +Pv), e havendo C esta 
probabilidade será Pc YIa b  ^ porque existe a possibilidade de A  escolher B  na presença
9deste C. Podemos verificar que se YÍab for muito pequeno então a formação de AB  será 
desfavorecida devido à presença deste C. Logo, a taxa total para esta reação pode ser 
escrita como
VaPvP]í  +  “iyAPvPB [ipA + P v ) + P c  n j . (2-7 )
com A N b =  —1 e = 1.
[vü) A-\-v ^  AC ] + 2v :
Esta reação é da mesma forma que a anterior e devemos trocar B  por C obtendo
VaPvP% +  2yAPvPc \{pA + Pv) + P b Y[ (2.8)
com A N c  =  — 1 e AN^  =  1.
Agora introduzimos um parâmetro que descreve melhor as probabilidades das 
reações. Definindo-se (3 =  € (0,1] , vemos que o caso /3 0, ou seja, HablÍAO
diz que A  reage apenas com C, enquanto que se /3 =  1, então A  escolhe B  com a mesma 
probabihdade de escolher C. Como A  deve escolher B  ou C, então uma relação imediata é
I T a b  I I a c  “  ^ ’ 
que jimtamente com a definição de /5 nos fornece
P
i í a b  1 + 6  ^ n> ic i (2.9) P IJ-A C 1 +  ^ -
Desta forma, as equações que descrevem a evolução temporal das densidades podem ser 
escritas como







=  Pv jí/B (1 -  P A f  -  VaP% -  2yAPB 
=  P v \ y c { i - P A f  -  v a p I  -  ‘^ yAPc
Pa  +  P v  +  Pc  







sujeitas ao vínculo P a  +  P b  Pc = 1 ~ P v
Por serem equações diferenciais não-lineares e acopladas loma melhor compreensão 
do sistema é obtida estudando-se a estabilidade das soluções. Para tanto, vamos escrever 
estas equações em termos de novas variáveis a fim de facilitar a sua análise. Sendo assim, 
somando as equações (2.11) e (2.12) obtemos:
d(pB+ Pc) 
dt = Pv (1 -  2/a) (1 -  Pa)^ -  2yAPv [pb + Pc) + VaPv {pb + Pc)^ , (2.13)
10
e subtraindo as mesmas equações temos
^  P v { { y B - y c ) { i - P A f +  yAÍPB-pc)[{pB + P c ) - 2 ] ] -
^PvVaPbPc 'P - l  
V/5 +  1
(2.14)
Podemos fazer ainda a seguinte mudança de variáveis: A  = + Pc ^ ^ = Pb ~  Pc modo 




=  P v  { y A  (1 -  A)^ -  (1 -  va) [l -  (1 -  PaŸ] } =  /a ,
dt =  P v
dô
dt =  P v
(1 -  yA) (1 -  Pa)^ - y A +  Va (1 -  A)^] =  /a ,
Va Í A - ^ - ô^ ) Í f 3 - 1 ^ -
(2r  -  1) (1 -  va) (1 -  PaY  +  SyA (A -  2) -
=  fs,




onde definimos que ys  =  r  (1 — yA) , sendo r € [0,1  .
Devido à semelhança entre as expressões (2.15) e (2.16) podemos somar e subtrair 
estas expressões a fim de obter as seguintes novas equações:
d (pa +  A)
dt ^ { 1 - P a - A )  2 (1 -  va) (1 -  pa)" +  (2yA ~  1) -  2vaA  (2 -  A)
d j p A - ^ )
dt = i 2 y A - l ) ( l - p A - A ) .
Agora, definimos as novas variáveis: Qi =  p^ +  A e 7  =  p^ — A e  obtemos 
da
dt
=  (1 -  a )  ^(a^  +  7^) +  7 (a -  2) (1 -  2?/ )^ +  1 -  2a (2.18)
d"f
dt =  ( l - 2 t , A ) ( a - l ) . (2.19)
Utilizamos agora estas duas expressões, juntamente com a equação (2.17), para encontrar 
os estados estacionários e assim estudar a estabilidade dos mesmos. Para isto devemos 
determinar tais estados, e isto é obtido quando resolvemos o sistema não-linear acima igua­
lando o lado direito destas equações a zero. Após encontrarmos estas soluções, expandimos 
as funções Ja , / a  e fs em série de Taylor até a primeira ordem em torno destes estados.
Assim, ficamos com um sistema linearizado que é mais fácil de ser estudado, e as expressões 
(2.15)-(2.17) poderão ser compactadas na seguinte forma matricial
dü
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dt = JÜ, (2.20)
onde J  é a matriz jacobiana para o sistema linearizado calculada para os estados esta­
cionários, representados pelo ponto fixo p \ ,  A* e 6*, e w é um vetor de componentes 
P a  = P a  — P a , eíc. Para resolver esta equação matricial podemos supor uma solução da 
forma iJj =  que, quando substituída na equação (2.20), nos leva a , que é um
problema de autovalores e autovetores. Deste modo, a primeira componente de tal solução, 
após diagonalizarmos o sistema, terá a forma P a  = P a  ^  Cie^ *, onde Ci é uma constante 
relacionada às componentes dos autovetores e às condições iniciais e, para que pA Pa no 
limite t OC, será necessário que A < 0. Portanto, a estabilidade do sistema é estudada 
seguindo-se o algoritmo:
i) resolvemos as equações (2.17-2.19) para os estados estacionários;
ii) encontramos os autovalores de J;
iii) escolhemos os autovalores negativos (A < 0) para que a solução seja estável.
Uma solução imediata é fazer a — \ = 0, ou seja, =  0, o que nos dá os estados
onde a superfície está saturada. Como os monômeros B  e C não reagem entre si, então 
parece natural supor que tal saturação se dá de duas maneiras distintas: uma na qual temos 
somente B  e C, em proporções que dependem dos parâmetros e r, e outra onde apenas 
existe o monômero A. Numa fase saturada áe A, p \  = 1, A* = 8* =  0 , e o ponto fixo obtido 
é P  (p\, A*, 6*) = (1,0,0); já para a fase saturada de B e C, p \  = 0, A* — l e  6* = 6* (P,r), 
nos dando uma linha de pontos fixos: P  (0,1, ^ (/?, r)). Para a fase saturada de A a matriz 
jacobiana apresenta dois autovalores nulos e um autovalor 1 — 2y^, de modo que esta fase 
será estável apenas se yA > 1/2. Para a fase saturada de B e C os autovalores são zero e 
2yA — 1, e a estabilidade deste estado ocorre^ seyA < 1/ 2.
Mas podemos obter outras soluções quando fizermos a — 1 ^ 0 .  Neste caso as equações 
(2.17-2.19) se reduzem a
l - 2 y A  = 0, (2.21)
^Esta condição é necessária mas não suficiente porque os valores nulos não garantem a estabilidade deste 
estado. Para uma maior certeza devemos analisar os termos de ordem superior na expansão.
i  +  f  )  +  7 (q -  2) (1 -  2yA) +  1 -  2a =  0, (2.22)
(2r  -  1) (1 -  y^) (1 - p ^ f ^  Sy^ (A -  2) -  ~ =0, (2.23)
que deve caracterizar possíveis estados reativos, já  que p* yí 0.
Observamos que a equação (2.21) fornece um único estado reativo para = ^. 
Neste caso, a equação (2.19) é nula para todos os instantes de tempo desde os instantes ini­
ciais, nos dizendo que a quantidade 7  permanece constante, sendo, portanto, um invariante 
do movimento. Então, no decurso de sua evolução, o sistema passa por estados onde 7  é 
constante e dado por 7  =  7 * =  (0) — A (0) fixado pelas condições iniciais. Assim sendo 
a equação (2.22) transforma-se na seguinte equação algébrica:
a ^ - 4 a +  (7*2 +  2) =  0,
de modo que o valor estacionário de a, compatível com as condições iniciais e de vínculo é
a* =  2 -  ^ 2  -  7*2 .
Assim, a concentração da espécie A  em termos das condições iniciais vale, no estado reativo,
PÀ =  5 (2  +  7* -  V 2 ^ ^ )  . (2.24)
Também temos que
J>b + P c =  5 ( 2 - 7 * - V 2 - 7 - 2 ) .  (2.25)
Se começarmos com uma situação onde, por exemplo, Pa (0) =  pg (0) +pc (0), então 7* =  0 
e a* =  2 — v^ , de onde tiramos o valor para a concentração de sítios vazios como sendo 
Pv = 0,41421, em completo acordo com os resultados obtidos via integração numérica das 
equações (2.10)-(2 .12), cujos resultados são apresentados na figura 2.2 da próxima página. 
Nesta figura, isto corresponde à situação em que B  e C reagem igualmente com A  e 
chegam com a mesma probabilidade na superfície. Pelo fato de não levarmos em conta 
correlações espaciais entre sítios, observamos uma pequena concentração de A  coexistindo 
com os monômeros B e C. Isto pode ser visualizado pela pequena curvatura em torno de 
um (se > 0,5) e de zero (se < 0,5). Para y^ =  0,5 o resultado obtido é o mesmo 
que para o modelo de dois monômeros reagindo. De fato, sendo /3 =  1 e r  =  0,5 ficamos
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F ig u r a  2 .2 :  Concentrações dos monômeros A  (quadrados), B  e C  (círculos) em função da taxa de adsorção de A .  UsEunos 
^  =  1 e r  =  0 ,5  para uma rede inicialmente vazia.
F ig u r a  2 .3 l Concentrações dos monômeros A , B  e C  em função da taxa de adsorção de A , representados por quadrados, 
círculos e triângulos, respectivamente. Aqui r = 0 , 5, / 3 = 0 e a  condição inicial é de rede vazia.
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com uma situação em que, do ponto de vista de A, os elementos B  e C são quimicamente 
indistinguíveis e, portanto, comportam-se como se fossem o mesmo monômero. Na figura
2.3 mostramos o resultado para o caso em que B  não reage com A  porque foi imposto a 
condição /? =  0 (TTab =  0)- Na região da figura em que < 0 ,5 e rede inicialmente vazia, a 
superfície acaba com grandes concentrações de B, porque à medida que os monômeros C vão 
chegando eles reagem com A, enquanto que não existe nenhuma possibilidade de tirarmos 
os monômeros B. Aqui devemos ter ilhas de C e B  misturadas: por exemplo, quantidades 
de C  cercadas de i?; por isso, a curva de B, nesta região, não é exatamente um. Devemos 
suspeitar destes resultados porque a situação /3 = 0 nos diz que A  não reage com B  que 
está chegando na superfície e, portanto, deveríamos encontrar imia concentração de B  não 
nula mesmo para > 0,5, o que será discutido no apêndice B. As figuras 2.4 e 2.5 exibem 
o comportamento dos estados estacionários para duas condições iniciais diferentes e mesma 
probabilidade de reação entre A e B. Na figura 2.4, a condição inicial é de rede vazia, já a 
figura 2.5 apresenta uma condição inicial tal que Pa — 0,12, Pb =  0,43 e pc = 0 ,18, nos 
mostrando a validade das relações (2.24) e (2.25) para o estado reativo.
tn 0)






Figura 2.4: Densidades de monômeros A  (quadrEidos), B  (círculos) e C  (triângulos) em funçao da taxa de adsorçao de 
A . A condição inicial é de rede vazia com P =  0 ,37  e r  =  0,48.
Como podemos observar por estas figuras, o comportamento dos estados esta­
cionários é afetado pelas condições iniciais e pela forma como A e B  (C) reagem. A figura
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F ig u r a  2 .5 ; Nesta figura œntinuamos com os mesmos valores de /9 =  0,37 e r  =  0,48, mas a condição inicial da rede foi 
modificada para Pa  =  0,12, pjg =  0,43 e Pc =  0,18.
2.5 deixa claro o fato de que muitas reações não estão sendo contadas nesta aproximação, 
e pares de vizinhos AB  (C) permanecem na rede. Em todas estas figuras o estado reativo 
ocorre no ponto singular = 0,5.
A partir da equação (2.23) podemos achar uma expressão para S* em função de 
/? e de r  no estado reativo, onde =  1/2. De fato, resolvendo-se tal equação para ó 
encontramos
(5; =  (2 -  A*) > + l
â - 1 \ (A* -  2)^
\ l ± l
1 /5 -1 ,
+  A*2 -  2 (1 -  p*^f (2r -  1)
Observando que o termo fora da raiz é negativo e menor que —1 somos levados a 
considerar a raiz positiva como sendo a solução física procurada, devido ao valor mínimo 
que a quantidade 6 pode assumir. Desta forma
6* = { 2 -  A*) (A* -  2)' íf^ + l  
P - 1
+ A * ^ - 2 { l - p \ Ÿ { 2 r - l ) '/3 +  r  
/ ? - l ,
(2.26)
Pela sua própria definição, podemos ter combinações dos pares (/5,r) tais que no estado 
reativo existe a mesma quantidade de 5  e de C na superfície. Igualando a equação (2.26)
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a zero, e substituindo os valores de A*,etc podemos escrever que
1 1r  =  — I—  
2 4
/ 2 -7 * -  V 2 - 7 * n
\/3 +  lyl V V2 - - 7*  ^ - 7 * /
(2.27)
onde 7* é fornecido pelas condições iniciais. Se, por exemplo, a condição inicial é tal que 
7 * =  0, ou seja, Pa (0) =  Pb (0) +  Pc (0), então o resultado obtido para r nos permite 
traçar o seguinte diagrama de fases mostrado na figura 2.6 .Aqui estamos usando o termo
Figura 2.6: Diagrama r^resentativo dos estados estacionáirios reativos quando =  0, 5. A linha contínua separa as 
“fases” mais ricas em B  das mais ricas em C . Exatamente sobre esta linha as densidades estacionárias destes dois monômeros 
são iguais.
diagrama de fases não no sentido de uma transição de fases porque os resultados numéricos 
mostram que a quantidade 6 varia continuamente ao passarmos de uma região para outra 
neste diagrama. Além disto, a densidade de sítios vazios sempre permanece constante neste 
processo, já que tal resultado vem da condição 7  ^0 na busca das soluções. Este termo está 
sendo utilizado apenas para diferenciarmos três situações distintas que podemos encontrar 
para os estados estacionários reativos, a saber, estados onde p s  ^  pc  (correspondente a 
região rotulada por B (C)) e estados onde a superfície apresenta densidades iguais de B e 
de C.
Neste caso os autovalores obtidos foram todos negativos mostrando também a es­
tabilidade do sistema^. Logo, a fase reativa é estável em todas as situações distintas que
^Uma discussão adicional acerca da estabilidade do sistema no estado reativo é deixada para o Apêndice
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podemos obter apenas variando-se os valores de /?, de r  e da condição inicial 7*. Variando- 
se estes parâmetros, mas deixando fixo o valor de =  0,5, o sistema sempre irá para mn 
estado estacionário reativo onde sempre existe a possibilidade de formação dos produtos 
AB  e AC.
Melhores resultados podem ser obtidos usando-se aproximações que levam em conta 
as correlações entre sítios da rede, como a aproximação de pares, que será visto na próxima 
seção.
2.2 Aproxim ação de pares
Na aproximação de pares independentes são inseridas as correlações espaciais entre 
sítios primeiros vizinhos através de probabilidades condicionais que descrevem como as 
densidades de pares do tipo i — j  variam. As probabilidades de ocorrência dos pares podem 
ser vistas como densidades de pares do tipo i — j  {i, j  = A ,B ,C ,v ) .  Para sabermos quais 
pares são possíveis e quais são proibidos é conveniente montarmos a seguinte tabela:
A B C V
A AA X X Av
B X B B B C Bv
C X CB CC Cv
V vA vB vC vv
onde cada x indica que o referido par é proibido^. Podemos dizer que um estado possível 
fica completamente determinado, num dado instante, se especificamos quais elementos estão 
em quais sítios. Assim, é de se esperar que um par do tipo A — v seja distinto de um 
que possua um par v — A, por exemplo. Estes pares são distintos mas ocorrem com a 
mesma probabilidade. Podemos, como antes, definir a densidade de sítios da espécie i, ou 
a probabilidade de um sítio conter a espécie i, como pi, o que ainda nos fornece a relação 
de vínculo
P a + P b + P c  = l - P v
A.
 ^Basta lembrar que o par A ~  B  (C) deve formar o dímero A B  (C)  que imediatamente sai da superfície 
deixando dois sítios vazios.
Podemos tam bém  definir a  probabilidade de imi par ser do tipo i j  como pij =  pji, que na 
aproximação de sítios independentes era dada por pij =  pipj . Na aproximação de pares 
é introduzida a probabilidade condicional de um  sítio ser da espécie i sabendo-se que um 
vizinho é da espécie j .  Assim, a densidade de pares de sítios pode ser escrita como:
P i j = P j p { i / j ) ,  (2.28)
onde p{ i / j )  é a probabilidade condicional de se te r imi sítio da espécie i dado que um 
vizinho é do tipo j .  Somando-se sobre todos os valores de i podemos obter a relação
i  i
Usando este resultado para os pares possíveis da tabela anterior, podemos escrever que
Pa =  Pa a + P vA, (2.29)
Pb  — Pb b + P c b + P vb, (2.30)
Pc =  Pb c + P c c + P vC, (2-31)
Pv =  PAv + P b v + P c v + P vv, (2.32)
e, somando-se todas estas expressões podemos achar outra relação de vínculo para os pares:
PAA +  PBB +  P cc  +  2 {pvA +  PvB +  PvC +  Pb c ) =  1 — Pvv (2.33)
Na aproximação de pares devemos sempre olhar para o par central i — j  e analisar todas 
as transições que podem  ocorrer levando-se em conta como as distribuições vizinhas podem  
afetar as taxas de cada transição (figura 2.7). P ara  isto montamos um a tabela auxiliar. As
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-------- ^ ____
A, B, Cou i j A, B, Cou 
vazio vazio
FigUXcl 2.T; As reações vão oœrrer no par central i  ~  j  e  devemos conhecer as distribuições vizinhas, isto é, se estes sítios 
vizinhos estão vazios ou se eles possuem algum elemento reativo.
possíveis transições para o par central, neste caso, são:
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vv
vA  {1} 






■ vB  {5} 
vC {6}
vA vv {7} AA  {8}
vB
vv {9} 




CC  {13} 
BC  {14}
B C Bv  {15} vC  {16}
Por exemplo, a primeira transição nos informa que o par central vv mudou para o par 
vA  após a chegada de imi monômero A  no sítio vazio da direita. Para a transição {4} é 
necessário que o sítio vizinho à esquerda do A  esquerdo do par central deve estar vazio para 
que caia um monômero do tipo B  ou do tipo C, para retirar este A.
Devemos observar que existem outras transições além destas mas que contribuem 
com a mesma quantidade para a variação de algum Pij. Por exemplo, a taxa para a transição 
AA vA  é a mesma que para AA ^  Av, sendo que as transições, em si, são distintas 
porque os pares vA  e Av  são fisicamente distintos. Como outro exemplo, a transição {15} 
é equivalente à CB —* vB  por questões de simetria; {15} pode ser escrita simplesmente 
como B C  —* vB.
Desta forma, as equações que descrevem a evolução temporal das densidades de 















= 2taxüs — 2taxai,
= 2taxaio — 2taxa^,
—  2tCLXCi'^  ^ 2tCLXQjQj
= taxai +  taxa^ — taxa^ — taxa^,
= taxa^ "1“ taxa^ -(- taxa\^ — taxag — taxa^Q — taxan^
= taxas +  taxas +  taxais ~  taxais — taxais — taxa^,
=  taxaii taxais, — taxais — taxais^
sendo que p^^ é obtida através do vínculo (2.33). O fator 2 não aparece nestas quatro 
últimas equações porque, como já mencionamos, o par i — j  é fisicamente distinto do par 
j  — i, embora estes ocorram com igual probabilidade. Aqui também usamos o parâmetro /5
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definido anteriormente na aproximação de campo médio. O cálculo das taxas de transição 
é mostrado abaixo:
{1} vv —^ vA :
Deve chegar um monômero A  e devemos ter o par vv e a probabilidade para isto 
vale yAPvv Como não deve haver nem B  e nem C no sítio vizinho daquele que em que A  
cair, então este termo deve ser multiplicado pela probabilidade condicional de não existir 
B  e C, sabendo-se que o sítio está vazio. Mas isto é justamente a probabilidade condicional 
de termos como vizinhos A  ou outro sítio vazio e podemos escrever para a taxa
VaPvv \p{Alv)  +  p {v jv )  .
Usando a relação (2.28) vem
taxai =  VaPvv P v v  “ t "  P v a \ (2.34)
\  P v  ) '
e o cálculo das demais taxas segue o mesmo raciocínio.
{2} vv —> vB :
Esta taxa pode ser escrita como taxa2 =  Vb P w  (P vB  + P vC + P w ) / P v  Adicionando 
e subtraindo a quantidade do termo entre parênteses e utilizando a relação (2.32) 
podemos escrever isto como (1 — Pva/Pv) , de modo que a taxa para esta transição fica





{3} vv vC :
Este caso é igual ao anterior só que agora deve chegar um C ao sítio vazio, ou seja,
\




{4} AA vA  :
Deve chegar um B on um C no sítio v, vizinho de A^ que deve estar vazio e 
devemos considerar as possibilidades de i estar ou não ocupado por outro A  (figura 2.8)^. 
Após algumas simplificações podemos escrever que
iaæa4 =  (1 - yA)PAA P vA
P A





Figura 2.8; o par centrai A A  e  seus sítios vizinhos. A taxa de transição para esta reação vai dqjender da existência ou 
não de outro monômero A no sítio i.
{5} B B - ^ v B :
Podemos usar a figura 2.8 trocando A  por B. Então deve chegar um monômero 
A  no sítio que está vazio e devemos levar em conta as possibilidade de termos i? ou C no 
sítio i, lembrando da probabilidade de escolha introduzida anteriormente na aproximação 
de campo médio.
taæag =  VaPbb P v B
P b
Pvv +  PvA P v^  PvC (3 (2.38)Py 2p„ ' Py l  + /3_
{6} C C - ^ v C  :
Isto é semelhante ao caso anterior trocando B  por C  e as devidas probabilidades 
de reação.
taxaQ — haPcc P v C
P c
Pvv ~l~ PvA PvC ^  PvB 1 (2.39)Py 2py Py l+l3^
{7} v A ^ v v :
Aqui devemos considerar duas situações distintas, uma onde chega B  ou C no sítio 
vazio da esquerda, e outra situação onde eles chegam no primeiro sítio à direita de A  que 
deve estar vazio (sítio j  da figura 2.9). Em todos os casos devemos analisar se existem 
outros monômeros A  em torno de B  ou de C. Então temos: 
taxar.i =  {vb +  yc)PvA [(l -  .
taxa7.2 =  {vb +  y c ) P v A ^  ~ ^
ta x a r  =  (1 -  Va ) PvA 1 - PvA
2p«
1 + PvA 
PA .
(2.40)
^Aqui o par central é o par AA.
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Figura 2.9: o par centrai vA  deve mudar para vv, e a taxa para isto acontecer depende das distribuições de seus sítios 
vizinhos.
{8} v A ^  AA:
taxas = VaPvA P w  P vA (2.41)
V Pv
{9} vB ^  vv :
Aqui também há duas situações distintas. Numa delas A  pode cair à esquerda de 
S  e na outra ele cai à direita de B, de forma semelhante à figura 2.9 mas com B  no lugar 
de A e considerando a existência de C a sua volta. A taxa total pode ser escrita como:
P v B ^taxag = vaPvb 
{10} v B ^  B B  :
{11} vB  ^  CB :
P vv  ~l~ P vA  P v B  P vC  P








{12} v C ^ v v :
Como no caso {9} existem duas possibilidades de deposição de A  que pode ser à 
esquerda ou à direita de C. Estas duas possibilidades nos dão
taxa-12 = VaPvc 
{13} vC ^ C C  :
{14} vC ^  B C  :
P vv  +  P vA  P ^  P v B ___
P v  2p„
taxais = ysPvc ( 1 -
P v  1 +  /5









{15} B C  Bv :
t a x a i 5  =  Va P b c
P v C
P c
P vv  +  P vA  , P v C  . P v B  1 
+  -----r
P v 2p„ 1 +- /3
(2.48)
{16} B C  vC :




P v  ‘^ P v  P v  1 "1“ /3
Com estas taxas podemos integrar numericamente as equações para as densidades e conhecer 
seus estados estacionários. Isto foi feito utilizando-se o método de Runge-Kutta [13] de 
quarta ordem. A figura 2.10 nos mostra a situação em que o sistema se comporta como o 
problema de dois monômeros que reagem entre si, já que /3 = 1 e r — 1/2, para uma rede 
inicialmente vazia. Do ponto de vista de A, os monômeros B e C representam quimicamente 
o mesmo elemento.Podemos notar que a aproximação de pares descreve melhor o sistema
Figura 2.10: Concentrat^s estacionárias na aproximaçãode pares em função da taxa de deposição de A  para o caso em 
que /3 =  1 e r  =  0,5. Quadrados representam a densidade de monômeros A , e círculos, a densidade de monômeros B ,  que 
neste caso é exatamente a mesma de C .
por causa das correlações espaciais existentes entre os sítios vizinhos mais próximos. Como 
nos mostra a figura 2.10, abaixo de =  0,5 obtemos uma superfície saturada de B  e 
C, em iguais quantidades. Neste caso as densidades de B e de C são exatamente 1/2  e a 
densidade de sítios ocupados por A  é nula. Da mesma forma que vimos na aproximação de
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campo médio, os estados estacionários do sistema podem ser representados por uma fase 
saturada de A, uma saturada de S  e de C, cujas proporções dependem dos parâmetros (3 
e r, e um estado reativo exatamente em =  0,5.
Uma comparação entre as previsões da aproximação de campo médio e de pares é 
mostrada na figura 2.11 onde representamos a concentração de monômeros A  em função 
de sua taxa de deposição nos estados estacionários.Podemos observar que a previsão de
Figura 2.11: Comparação entre eis previsões de campo médio (quadrados pretos) e de píires (círculos vermelhos) para as 
œncentraçôes estacionárias de monômeros A .
pares (linha vermelha) difere ligeiramente daquela obtida por campo médio (linha preta); o 
pequeno desvio obtido em campo médio desaparece nesta aproximação. Na aproximação de 
pares certas configurações devem ser impostas de modo a descrever corretamente a formação 
dos dímeros. Também podemos ver como o sistema se comporta para a situação quando A  
e B  praticamente não reagem, como na figura 2.12. Aqui não podemos colocar simplesmente 
P = 0 em nossas equações porque isto significaria que A  não reage com B  de modo que o 
par AB  poderia existir na rede. Isto seria contraditório com o modelo estudado que supõe 
desde o início que tal par é proibido. Desta forma a condição /3 =  0 deve caracterizar um 
outro modelo e uma outra situação física^, por isto, devemos colocar a condição /? =  0 . 
Também podemos obter (neste caso apenas numericamente) um diagrama para os estados
^Isto é discutido no Ap>êndicie B.
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F ig u r a  2 .1 2 : Diagrama dos estados estacionários para a situcição em que A  e B  praticcimente não reagem. Quadrados, 
círculos e triângulos representam, respectivamente, as densidades estacionárias de monômeros j4, de B e de C . Aqui usamos 
r  =  0,5, o que significa que B  e C  são escolhidos com a mesma probabilidade de adsorção. Usamos /3 =  0.
reativos, que se assemelha muito àquele previsto pela aproximação de campo médio (figura 
2.6). Os resultados são muito semelhantes nas duas aproximações.
26
C apítulo 3 
M onôm eros na rede quadrada
3.1 Aproxim ação de cam po m édio
Consideremos agora a superfície como sendo uma rede quadrada onde cada sítio 
pode ser ocupado por um único elemento; novamente estaremos no regime onde a reação 
é controlada pela taxa de adsorção das espécies e cada elemento abandona a superfície 
somente através de alguma reação. Sejam novamente B e C dois monômeros que competem 
entre si para reagir com um terceiro monômero que chamaremos de A  para formarem os 
dímeros AB  ou AC. Ainda aqui consideramos que B e C não podem reagir entre si.
As reações que ocorrem continuam sendo as apresentadas abaixo:
A  +  V ^  A a d s . B  - \ - v  ^  A B  t  +  2 v A  +  v  ^  A B  \  +  2 v
B  + V  B a d s . C  +  v  ^  A C  t  +  2 -í; A  +  v  ^  A C  -\ ^ 2 v
C  +  V  ^  C ads.
Definimos ainda um parâmetro (3 para medir a probabilidade relativa de A  reagir com 
B  na presença de C; entretanto agora existem mais possibilidades para essa reação. Por 
exemplo, uma situação em que A  chega num sítio que está vazio e em torno deste existem 
três monômeros C e um monômero B  é distinta daquela que possua dois monômeros B  e 
dois monômeros do tipo C ; elas devem contribuir com fatores distintos para a probabilidade 
de ocorrência da reação entre A  e B. Assim, a probabilidade de A  reagir com B  (C) vai 
depender da quantidade de C (B) existente em sua volta.
A
Seja uma superfície bidimensional onde o número de coordenação seja z, e que 
destes z sítios, N b deles estejam ocupados por monômeros do tipo B  e Nc  ocupados por
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C. Definindo-se hab como sendo a probabilidade de A  reagir com um monômero B  na 
presença dos Nc  monômeros C, podemos escrever que
N bt a^b + N cttac = 1, (3.1)
pois A  deve reagir ou com B  ou com C  dentre os +  Nc  elementos a sua volta. Mas se 
perguntássemos qual a probabilidade de A  reagir com qualquer um destes monômeros B, 
então esta probabilidade seria Habj de modo que XIas =  N bt a^ b , e é este termo que deve 
estar presente nas taxas de reações. Segue então que
(3-2)
Como em cada evento A  deve escolher um B  ou xim definimos ^  tal que (3 =  , que
juntamente com a equação (3.1) nos dá
N c + ^ N b ^ Nc + ^ N b
Podemos fazer uma analogia com o lançamento de dados para melhor compreender a 
diferença entre as relações (3.2) e (3.3). Num lançamento de dados podemos falar na 
probabilidade de obtermos um número par como também na probabilidade deste número 
ser 2. A probabilidade de se obter um número par é 1/2, enquanto que a probabilidade 
deste número ser 2 é 1/6. Da mesma forma podemos falar na probabilidade de A  escolher 
qualquer B  e na probabilidade de A  escolher um dado B.
Vamos agora calcular as taxas envolvidas em cada uma das reações na rede quadrada.
(i) A -\- V > Aads,
A taxa com que isto ocorre é
Va Pv {pa + Pv)‘^  ■ (3.4)
( Ü )  B + V - ^  B a d s . ■
A taxa é
(iil) C + V ^  Cads. ■
y B P v { l - P A f -  (3.5)
^Se A escolher um B  não especificamos qual B  será escolhido dentre aqueles presentes a sua volta; já 
na aproximação de pares é necessário dizer qual dos monômeros B  será escolhido.
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Este caso é igual ao anterior trocando-se B  por C. A taxa para esse processo é;
ycPv (1 -  paŸ  ■ (3.6)
{iv) B + v AB  ] 2v \
Deve haver pelo menos um monômero A  em torno do sítio vazio para a reação 
ocorrer. Então devemos analisar as possibilidades de termos um, dois, três ou quatro 
monômeros A. Obtemos então:
V b P v ^ P a  {p b  + P c +  P v f  +  Í P b  + P c + P v f  +  ^ p \  {p b  +  P c  +  p « )  +  p \
Lembrando que {ps + P c  + P v )  = (1 — Pa), e adicionando e subtraindo o termo (1 — Pa)"^  
ao fator entre colchetes esta taxa poderá ser escrita como
V b P v (3.7)
( v ) C  + v ^  AC  T +  2» :
As condições são as mesmas presentes na reação anterior, mas agora deve chegar 
um monômero C. A taxa para esta reação fica sendo
ycPv (3.8)
{vi) A-\-v ^  AB  t  +  2^ ; :
Deve haver pelo menos imi B  na vizinhança do sítio vazio e devemos levar em conta 







Assim, a primeira combinação indica que em torno de A  existe um monômero B  e nenhum 
monômero C; a segunda diz que existe IB  e IC e assim por diante. Desta forma:
1) havendo apenas um monômero B,
taxai =  ^Va P vP b  [{p a  + P v f  + ^ P c  (p a  + P«)  ^^  + 3 p ^  (j )a  +  P v )  ^ + p I ^
2) havendo dois monômeros B,
t a x a 2 =  Q V A P v fs  \ÍP A  +  P v ) “^ +  2 p c  (pa +  P v )  í H ã  +  Pc^ / 3
29
3) havendo três monômeros B,
taxaa =  AyAVvP% [{va +  Pv) +  P c ^
4) havendo quatro monômeros B,
t a x a 4  =  V a P vP % -
Após alguma álgebra podemos escrever a taxa total para esta reação como sendo
V A P v  (1 -  P c f  -  VaPv ÍPa  +  PvY +  VaPvP [l2pspc ÍPa  +  P v f  +  ^pIpI





1 2 p b p I  { p a  +  P v )  +  2 4 p c P s  {P a  +  P v ) +
1
+  12PIPC— 3/3
(3.9)
(vii) v4 4- f  > AC  t  + 2t> :
As possibilidades a serem consideradas são iguais às anteriores trocando-se B  por 
C e as respectivas probabilidades de reação. Obtemos então:
1) havendo apenas um monômero C,
taxai =  ^paPvPc [{pa  +  Pv)^ +  3pe {pa  +  Pv)“^ +  3 p | {pa +  Pv) +  P % j ^
2) havendo dois monômeros C,
t a x a 2  == Qv a P vP I  [ { P a  +  P v ) “^ +  2 p e  {p a  +  P v ) ï ^ +  P % ï ^
3) havendo três monômeros C, 
taxas =  ^Va PvP% [ÍJPa  + P v) + P b ^  ■
4) havendo quatro monômeros C, 
ta x a 4  =  V a P vP% -
A taxa para esta reação pode ser escrita como:
V a P v (1 -  P s f  -  V a P v  ÍP a  + Pv)"^ +  V a P v  [ l ^ p u p c  [p a  +  +  ^P % p I 1 + P +
Ua P v
Va P v
^ ^ P b P c  ÍP a  + P ^ )  +  1 2 p c p |  ÍPa  + P v ) +
3 +  /? ' 1 +  3/5 ’
As equações de movimento para as concentrações dos monômeros são dadas abaixo:
dpA
dt =  VÁPv {p A  +  P v f  -  (1 -  y  a ) P v 1 -  (1 -  P a Ÿ (3.11)
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d p B
dt ysPv (1 -  P a Ÿ  -  V a P v  (1 -  P c Ÿ  +  V a P v  Í P a  +  P v Ÿ  -
1
V a P v P I  12p bPc  ( p a  +  P v )  + ^ P b P c 1 + / 5 +  1 2 p b P c  (p a  +  P v ) 2 + 0
+
V a P v P 24pcPb {pA + P,) + 12PbPo (3.12)
dpc
dt = ycPv (1 -  Pa )'^  -  VaPv (1 -  Pb )'^  + ^ aPv (pa  + Pv)^ -
V a P v
VaPv
12PBPC{PA+Pv) +^PbPc 1 + /3 2 +  /?
1 2 p cp | (pa  + P v) +  1 2 p B P h ^ - ^  + S/3
+
(3.13)
sujeitas ao vínculo Pa +  Pb  +  Pc  =   ^ ~  P v
Podemos estudar a estabilidade do sistema de equações acima da mesma forma 
como feito para o caso unidimensional. Somando-se as expressões (3.12) e (3.13) e agru­
pando os term os semelhantes podemos escrever
d (Pb  +  Pc )
dt =  P v  { ( 1  -  y A )  (1  -  p a )"^  -  y A  [ (1  -  p c )^  +  (1  -  p b )"^ ] }  +  
P v { 2 y A  (1  -  P b  -  P c)'^  -  2 y A P B P c  2 p |  +  3 p B  ( p c  -  2 )  
^V a P b P c P v ( p c  -  3 p c  +  3 )  . (3.14)
Da mesma forma, subtraindo (3.13) de (3.12) obtemos
(1 - ! / / l ) ( l  -  P/l)“ [(1 -  Pc)“ -  (1 -  Pb)“] -  j/x* } ,
(3.15)
onde
7 3 - 1
Í3 + 1 +  1 2 p b P c  (p a  +  P v )
' P - A  , 3 / ^ - 3  ^
+  4 p sP c
,/3  +  2
SpIpÍ I ^  j +  12p |pc (PA + P .)  +  4p%pc í | ^
/3 +  3
+
/ / 3 - 1 '
I - y  - r  a. /
com yB =  r  (1 — yA) e r  E [0,1] . Podemos introduzir as mesmas variáveis independentes 
do problema em um a dimensão: A  =  p s  +  Pc  ^  ^ =  Pb  ~  Pc- Nessas novas variáveis as 
equações de movimento tornam-se:
d p A
dt =  ÿ / iP« ( l -A)  - ( 1-va)Pv l - ( l - P / i ) (3.16)
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dA
dt =  P v
(1 -  v a )  (1 -  PaY +  V A  (A* ^  4A» +  6A^ -  4A) (3.17)
dt
=  (2r  -  1) (1 -  yA) (1 -  Pa^  +
P v  ^ a \  [a " -  6A  ^ +  A (<5^  +  12) -  2 +  4)] -  yA^j , (3.18)
onde
+
j  (A + ó) (A -  6 f  
i ( A - 6) (A +  í)=
t i l
/? +  3
'3 /? -  1
+ - ( 1 - A )  ( A - á ) ( A  +  6)^ 2 / 3-1  
213 +  1
+
.3/5 +  1.
Utilizamos agora estas três últimas expressões para estudar a estabilidade do sistema em 
torno de seus estados estacionários. Somando-se e subtraindo-se as equações (3.16) e (3.17) 
obtemos
d {pA + A) 
dt =  P v
2ÿx (1 -  A)“ +  2 (1 -  »^) (1 -  PaŸ  -  1 (3.19)
d {pA -  A) 
dt =  P v  { ‘^ V a  -  1) •
(3.20)
Destas duas ultimas equações podemos tirar p^ = 0, fornecendo-nos estado(s) com a su­
perfície completamente coberta. Como em uma dimensão, tal saturação pode ser somente 
de A ou de 5  e C, cujas proporções dependem de e de r. Para a fase saturada de A  
obtemos p \  =  1; A* =  6* =  0, e para o envenenamento por 5  e C A* =  1, =  0 e 
6* = 6* (/?, r). Também podemos fazer p^ ^  0, que nos leva às equações
2 y ^  -  1 =  0,
2va (1 -  A)" +  2 (1 -  va) (1 -  Pa Ÿ  - 1  =  0,
(3.21)
(3.22)
(2r  -  1) (1 -  Va ) (1 -  Pa^+Va ^  [A" -  6A^ +  A +  12) -  2 {s^ + 4)] -yAip -  0. (3.23)
Deste modo a equação (3.21) nos fornece o estado reativo exatamente em =  0,5 como 
encontrado em uma dimensão. Assim, a equação (3.20) é identicamente nula para todos 
os instantes de tempo, desde a situação inicial até quando o sistema atinge o seu estado
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estacionário. A quantidade 7  =  Pa~A  permanece sempre constante e é dada pelas condições 
iniciais. Logo, no estado estacionário reativo podemos escrever que p \  — A* = 7* = 
Pa  (0) — A  (0). Substituindo o valor de p*^ , dado por esta última expressão, juntamente com 
o valor de y  a na equação (3.22) obtemos a seguinte equação polinomial para a quantidade
r, =  (1 -  A*) :
2r]^  -  4?7^ 7* +  67/^ 7*^  -  +  7 *^  _  1 =  q, 
que possui como solução física^
n' =  ^7* +  y - s r ^  + +  2 .
de onde tiramos o valor de A no estado reativo como sendo
A* =  1 -  ^ 7 * -  y ~ 3 r ^  + 2 / 2 r ^  + 2, (3.24)
2 '  2
e a densidade de sítios ocupados pela espécie A  como
= 1 + 57* - y ~ 3 r^  + 2\/27-‘ + 2. (3.25)
Observemos que para uma situação inicial onde 7 * =  0 tais valores são: A* — 0,159103 
e p* =z 0,681792, em completo acordo com os valores obtidos numericamente, através da 
integração das equações de movimento.
Como em uma dimensão, também podemos traçar um “diagrama de fases” para 
o estado reativo, a partir do qual obtemos a igualdade das concentrações de 5  e de C em 
termos dos parâmetros 13 e r  para o estado reativo, em yA = ll2.  Isto pode ser feito quando 
resolvemos a equação (3.23) para r  =  r  (P). Isto nos dá
onde A* e são dados pelas equações (3.24) e (3.25), respectivamente. Para o caso 7 * =  0, 
esta expressão se reduz a
í  f í  —  / / ? — 2 2/? — 1 rW  = 0.5 + 0.05394 0.00508 (1 ^  + ^ +
outra solução correspondente ao sinal negativo da raiz nos daria A >  1; as outras duas soluções são 
complexas.
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nos permitindo apresentar o “diagrama de fases” mostrado na figura 3.1, onde acima da 
linha a fase reativa apresenta maior concentração de B; abaixo dela a concentração de C 
é maior que de e exatamente sobre a linha temos iguais densidades de B  e de <7. Da
Figura 3.1: Diagrama de “fases” para os estados estacionários reativos em =  0,5 na aproximação de campo médio 
para rede bidimensional quadrada. Sobre a linha contínua a concentração de B  se iguala à de C.
mesma forma que em uma dimensão, os estados estacionários são representados ou por 
uma fase saturada de A, ou saturada de B  e C, ou por um único estado reativo para 
íjA =  0,5. Conhecidos estes estados estacionários, podemos estudar a estabilidade do 
sistema linearizando as equações (3.16)-(3.18). Assim, a matriz jacobiana da transformação 
para a fase saturada de A  apresenta como autovalores A =  0, com multiplicidade 2, e 
A =  1 — 2yA, onde Va> \  para que este estado seja estável. Para a fase saturada de S  e C, 
a matriz jacobiana apresenta os autovalores A =  0 e A =  —1 +  2^^, nos dando a estabilidade 
quando yA < \ -  Observemos que estas condições de estabilidade, como em uma dimensão, 
independem dos parâmetros /? e r. O estado reativo sempre apresenta os mesmos valores 
de p \  e p*^, pois estas grandezas são independentes dos parâmetros (5 b r. Tais resultados 
foram confirmados numericamente como podemos ver pelas figuras que seguem.A figura 3.2 
foi obtida para as seguintes condições iniciais: Pa  = Q ^ Pb  = P c = 25, de modo que as 
relações (3.24) e (3.25) nos fornecem para o estado reativo A* =  0,514222 e =  0,014222
^Desde que sejam mantidas as mesmas condições iniciais, ou seja, 2pA (0) +p^  (0) — 1 =  7 .
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Figura 3.2; Comportamento do sistema para mna condição inicial em que PA = 0 e ps = pc = 0, 25. Aqui os pEirâmetros 
j3 e r VEilem, respectivamente, 0,25 e 0,5. As densidades estacionárias de monômeros A são representados pelos quadrados 
enquanto que os círculos e os triângulos representam e>s densidades de J5 e de C na rede.
(sendo p*^  =  0,32410 e =  0,19012), de onde tiramos que p* =  0,47155. Podemos ver 
ainda que a fase reativa apresenta maior concentração de B  do que de C  porque, sendo 
/? =  0, 25, então A  deve reagir com C com uma probabilidade 4 vezes maior do que com B, 
restando, assim, uma maior quantidade de B  na rede.
Mantendo-se essas mesmas condições iniciais mas alterando-se os valores de /? e de r  o sis­
tema terá um comportamento diferente na região de saturação de monômeros B  e C. Isto 
é mostrado na figura 3.3.De acordo com esta figura o comportamento do sistema apenas é 
modificado na região de saturação de S  e C, onde estas espécies possuem densidades esta­
cionárias que dependem dos parâmetros /3 e r. Já a fase reativa apresenta os mesmos valores 
para as densidades, já que os resultados (3.24) e (3.25) independem destes parâmetros.
3,2 Aproxim açao de pares
Da mesma forma que em uma dimensão os únicos pares possíveis (pares indepen­
dentes) são AA, BB,  CC, vA, vB, vC, BC e vv com as seguintes transições:
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F i g u r a  3 .3 :  As condições iniciais são as mesmas que na figura 3.2, isto é, p A  =  0 e p s  =  P c  =  0,25, porém os valores de
0  e  d e  r  foram ambos modificados para 0, 83.
V V
vA  {1} 
vB  {2}
[ {3}
A A  vA  {4} 
B B  vB  {5} 
CC vC  {6}
vA vv {7} AA  {8}
vB
vv {9} 





B C  {14}
BC Bv  {15} vC  {16}















2taxas — 2 iaæo4 ,
2taxaio — 2taxa^,
2taxa\z — 2taxae,
taxai  +  taxü4 — taxa j  — taxas,
taxa-i +  taxa^ +  taxais — taxa^ — taxaio — taxau ,
taxas +  taxas +  taxais — taxais — taxais — taxais,
t a x a ^ i  I t a x a \ 4  t a x a \ ^  ta x a \ Q ,




NßT^AB +  Nc'Kac =  1,
onde N b e Nc  são as quantidades de .B e de C existentes em torno de algum monômero 
A. A figura 3.4 nos ajuda a compreender o cálculo de algimias das taxas envolvidas na 
determinação das equações de movimento.
X Y
Figura 3.4; As transições podem ocorrer envolvendo o par central x  — y  e  seus vizinhos mciis próximos.
{1} V V  vA :
Os sítios vizinhos do sítio vazio a esquerda podem conter qualquer espécie enquanto 
que os sítios vizinhos do sítio à direita devem possuir A  ou devem estar vazios. Então:
ta x a i  =  VAPv (3.28)
{2} vv ^  vB  :
Agora os sítios vizinhos daquele onde B  está chegando não podem conter A, logo
taxa2 = VbPvv 1 - P vA
Pv
(3.29)
{3} vv vC :
Este caso é igual ao anterior só que agora deve chegar um C:




{4} AA  —»■ vA  :
A figura 3.5 nos ajuda a compreender o que se passa considerando-se A  no lugar 
de r.Sabemos que pelo menos um dos vizinhos do A  esquerdo do par central (sítios i, j  ou 
k) deve estar vazio e nenhum dos vizinhos do outro monômero A  deve conter B  ou C. Para 
que este A  (o da esquerda) reaja, deve chegar um B  ou um C em i, j  ou k que deve estar
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Figura 3.5: T — T é  o  par central e os demais sítios são todos os vizinhos envolvidos no cálculo das taxas de cada 
transição.
vazio, e devemos levar em conta todas as possíveis configurações da vizinhança deste sítio 
no que se referem à quantidade do elemento A  (nenhum A, um A, dois ou três monômeros 
A). Observemos a seguinte situação que pode ocorrer: chega um B  (ou um C) no sítio i 
que inicialmente está vazio. Para a primeira situação, que corresponde à ausência de A  nós 
temos o termo ^22ydz&B±P22ç^  ^ gf i^os r, s e t  não possuem A-, isto significa
então que existe a possibihdade de t possuir um B o que teoricamente é proibido, porque 
estaríamos admitindo um par AB  que deve imediatamente sair da rede e isto não poderia 
acontecer. O termo escrito acima somente é válido para o caso de termos B ou C caindo 
em j ,  o que nos permite concluir que os sítios i, j  e k não são todos equivalentes; não 
podemos fazer a análise para um deles e considerá-la igual para os demais. Aqui, apenas os 
sítios i e k são equivalentes (simétricos) e o que vale para um deles deve valer para o outro. 
Devemos tratar o sítio j  separadamente.
{A.i) B on C caindo em i ou k :
Podemos escrever
taxa4i =  2{yB +  y c ) p A A ^  (]
2 {yB + y c ) p A A ^  I
Pv J +
PyA I "^PAAPvA 
P^API SpvPA (l - 1*)
P A A  ( l  _  I ( l _  \










Devemos tratar o sítio j  separadamente.
(4.*) B  ou C caindo em * ou A: :
Podemos escrever
taxa4i = 2{ys + Vc)Paa^  ( l -  +
2 Í?/d +  T) A A 23íA J pIa P^AAPvA a  __^\yB + yc)PAAj,^<^SpAPÍ^ P^^ PA Pv )
(4.Ü) S  ou C caindo em j  :
Aqui vale
taxa«, = (ys  +  Sc) { (l -  ^ ) ’ + ( l  -  ^  (l -  ^  .
O que nos permite escrever para a taxa4:
í  1 _  pL .  f i  _  úía)] \
V P v )  PvPA  V  P v ) \
Lil 
■S / •
p a a p I
ipAP:
t a x a 4  ^  (1 -  2/a) P a a
{l-yA )pA A
PvA 1 + f ^ A A  f  -, 2 P v A  , 1  F ^ A  \  , P v A  (  3  P v A  1  P v A  ^
P a
P vA  P vA
P A  
2 - 2
1 -  r3 Py 
+
+  77-6 pI
^ pI ) '
+
P v
____■ P v A
, 2 p. 4 pI /  .
+
P vA  , 2 ^ \ (3.31)
P a  P a  \  P v  
{5} B B ^ v B  :
A figura 3.5 ainda é útil se trocarmos r  por B, só que agora é o monômero A  que 
deve chegar, e devemos olhar para as seguintes situações que podem ocorrer na vizinhança 






onde o primeiro termo se refere à possibilidade de r, s e t  não terem nem B  e nem C; o 
segundo à possibilidade deles terem IB e OC, e assim por diante. Da mesma forma que 
na transição {4} não podemos tratar os sítios i, j  e k igualmente porque apenas i e k são 
simétricos. Em breve isto se tornará mais claro.
(5.1) A  chegando em « ou A: :
A análise feita para um deles deve valer para o outro já que eles são simétricos em 
relação ao par central BB. Então devemos ter um fator 2 na taxa: 2?/aPbb^-
(i) OBOC :
Poderíamos pensar que a probabilidade disto acontecer é igual a  ^ j^^s
isto é incorreto, porque a existência de um B  impõe a condição de que não deve haver um 
A  no sítio í; este sítio deve, obrigatoriamente, estar vazio. A probabilidade correta é
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taxas,. =  “  ( ■ ^ )  .
(m) IBOC :
Aqui também poderíamos escrever que a probabilidade disto ocorrer é 
onde o fator 3 significa que há três possibilidades distintas de colocarmos um B  em três 
sítios, o que também estaria incorreto porque xim destes fatores diz que B  poderia estar no 
sítio s da figura 3.5, e como conseqüência, t poderia estar vazio ou estar ocupado por um 
monômero A  e, então, haveria imi par AB  existindo na rede o que é estritamente proibido. 
Além disto, a existência deste A  poderia nos levar à formação de um par B v  ao invés de vB, 
que é o desejado. Portanto, aqui existem duas possibilidades: uma em que B  está em t e 
outra em que B  não está em t, obrigando este sítio a estar vazio. Estas duas possibilidades
são, respectivamente,
P b b  Í Pv v+ V v a ' \ ^  ç  jPI b ..
2pB \ Pii ) P^PB \ Pv y ’
o que nos permite escrever para esta taxa
taxas.i** -  2pB \ Pv ) ^  PvPB \  Pv )■
(m) IB IC  :
( B ü íz h a íA )  (EBMEnn. I PBCEilB.\ I 2/3 E3LB.B1jB.E3in.
c a x a s . u n  -  i_^2/3 {  Pv J  \  p b  Pv ^  p b  p W  ^  1+ 2^3 p b  pv  w  '
{iv) 1B2C :
taxar 1- — -Ê-EuS. (PBS EvÇ. 4 , EvB.Ebc\  taxas.i,^ -  1.^ 13 y 2pB Pv ^  Pv PB ) -
(v) 2B0C :
taxaK 1 — _i_ E^mmEvjb (Pmd&l)taxas.i,, -  j .
(vi) 2B1C :
taxas .Ò.lVt 1+3^  pg PB Pv J
{vii) 3B0C :
. .  _  PBB.ta-Sí-ac 1 p b b .T,ax 5.i ,^j —
{viii) ICOB :
favn ,. ^ Pb C. í  EvidzSizAV i 0_Ê_EuB.Esia ( Ei^+EizaX
t a x a s . i m * *  -  p g  {  p ,  J  + ^ i + p p b  p „  V Pv J '
(ix) 2C0B :
+ PY Í1,. ■ —  _ 5 _ £ y C ,  \E vB .P vÇ_ I O P B C  / £ v 2 í± £ 2 ia )ta x a s .i ,^  -  2^ ^  p. [pB Pv PB V Pv )
{x) 3C0B :
—  P p I c P BCta x a s , la: -  3+^ p2 p g  •
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tA/
Logo, taxas.i =  2yA P B B ^h i,  onde /51 =  X^taxas.ii.
(5.2) yl chegando em j  :
Devemos ter um fator do tipo VaPb b ^  e devemos anahsar todas as possibilidades 
para as configurações da vizinhança deste sítio vazio. Aqui não há o problema de se cometer
o erro que poderia ter sido cometido antes.
(?) OBOC :
(ü) IB  {OC, IC, 2C} :
tflXflro - — 5E2lB 1 ( 2/3 PvC. ( j __
t a x a s . a n  -  2  i  ^  i + 2 p  V  Pv  J ^  2 + 2^3 p ?
(m ) 2B (OC, IC} :




taxado — .M^ Pvç. ( Pvv+Pva\^Laxas.2^  -  j  .
(vi) 2C0B :
t a x a , »  =  ( ^ )  .
(í;m) 3E0C :
taxa. o •• -  ^ãy.a  ^2vtt — 3+  ^ p3 •
v ii
Assim, taxas.2 =  V A P B B ^h i,  onde /s2 =  E taxa5.2z-
Portanto,
taxa^ — VaPb b - — (2/51 +  /s2) • (3.32)
P b
{6} C C ^ v C  :
A figura 3.5 ainda é útil trocando-se r  por C e devemos olhar todas as possíveis 
configurações das vizinhanças, semelhantemente ao caso anterior.
(6.1) A  caindo em i ou A; :
Como estes sítios são simétricos, então temos tim fator do tipo 2yAPcc^^- 
{i) OBOC :
taxag li =  ^  ( pvv+PvaV  _
b .i í  V C  \ P v  J
(m) IBOC :
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, •• —  ^ í \pbc (Pw P^va\  i i)PsB_PvC.
t a x a e . i i x  -  i+^  ^ p -  J I p c  V J +   ^ p .  p c  
(m) IB IC  ;
tava^ n ••• — f EvtíiíiLá.) /EacEtiÇ i 2ss.£jLa.A i a>B E«çEvÇtaxae.inj -  2+^ V P^  A  Pc Pv ^  Pc pW ^  2+/3 p„ pc Pv ■
(ít;) 1B 2C :
t a x a ^ i  ' —  - i _ a í £  f E f i C ^ a i Ç  I 9 a t a £ c ç ' \t a x a g . i * ^  -  3^ ^  +  z  ^ .
(t;) 2S 0C :
-----^  EmlÉíB. -|_ 9 / Pvu+PvA^  PBC &l
t a x a e . i ^  -  p c  p 2 +  ^  \  pv  /  p c  p ,
(m) 2B1C :
t a x a ^ ,  • —  1  P'>B { EvS.Pcc. 1 o E S ç E v o )  





P c  P itaxag.i i^jj — 1+3/3 
(t>m) ICO-B :
■■■ --- / Pvv+Pv^"\ fPvCPvC I Pcc  ( Pw +Pv a \^axa6.imt* -  ; i PC Pv + 2pc V Pv )
{ix)2CQB:
taxa<íi- — BsíO- [a^gvç _|_ 2pcc / Pvv+Pv^ Ataxae.ií® -  Pv J .  ’
( a ; )  3 C 0 B  :
favac 1 — Pgg ^taxae.ix -  p^2 •
Logo, taxae.i =  2 y A P c c ^U u  «nde /ei =  Etaxae.u-í=i
(6 .2) A caindo em j  :
Devemos ter um fator do tipo VaPcc^ -  Assim, teremos:
(i) OBOC :
taxa6.2i = ( a ^ ) ' .
(ii) IB  {OC, IC, 2C] :
taxa6,2ii =  [iÍ5  ( > ^ )  +  ã i g ^
(m) 2B {OC, IC} :
3p2
taxa6.2in = Pv
(iv) 3B0C : 
taxa6.2w =
J _ 2^




taxa«.,. =  ^  ( ’^ ) ’ .
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(î;z) 2C0B :
zaxãe.2vt -  p2 [ p, ) ■
(vii) 3C0B ; 
taxae.2,;M =
de modo que taxae.2 =  VaPcc^ U í , onde /e2 =  Etaxa<3.2í-
i= i
Assim, a taxa total para esta reação pode ser escrita na forma
taxas =  VaPcc^ ^  (2/ei +  /e2) •
Pc
{7} v A ^  vv :
(7.1) B  ou C caindo no sítio que está vazio:
vii
(3.33)
taxaT.i =  (yB+yc)PvA ( l  — EüA'\^  ^PvA Ti _  Ev.4^  ^ 4_ EhA — Eüii'\ J_ ?.v.A p . )  +  2p . p . )  +  Pl p v j ^ i p i
(7.2) B ou C caindo num sítio vizinho de A:
Neste caso, devido ao fato de A  possuir um sítio vazio à sua esquerda podemos 
tratar os demais sítios igualmente. Então a análise feita para um deles deve valer para os 
demais e devemos ter um fator de 3 nesta taxa porque existem três possibilidades de termos 
um sítio vazio.
Obtemos:
taxa ,^ 2 =  3 (to  +  fc) [( l -  ^  ( l  -  ^  ( l  "  ^
De modo que a taxa total para esta reação pode ser escrita como:
taxar = P v A  (1 -  y i^) f  1 +  3—
V P A
\  ^PvA pIa pIa  ^
. 2p„ 4]^
{8} v A - ^ A A :




{9} vB ^  vv :
Aqui também existem duas possibilidades, a de A  caindo no sítio vazio do par 
central, e a outra dele caindo nimri dos outros três sítios vizinhos de B. Quando A  cair no 
sítio que já está vazio nós teremos uma situação similar ao caso (5.2), e podemos escrever 
que a taxa para esta transição é yAPvBfb2 - Mas na segunda situação um novo fator deve 
ser inserido que é 3 ^ ,  porque, agora, a existência de xmi sítio vazio à esquerda de B  faz 
com que seus outros três sítios vizinhos fiquem simétricos. Então, a taxa total para esta
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transição pode ser escrita numa forma mais simples como
taxag =  VaPvbU í 1 + 3 P v B
Pb )




/  \   ^
1 _  p ^




{12} vC vv :
Este caso é semelhante ao caso {9} trocando-se B  por C, e usando o resultado 
encontrado em (6.2). Separamos isto em duas situações que correspondem à chegada de 
um monômero A  num dos vizinhos de C ou no próprio sítio do par central que está vazio. 
A taxa para esta transição pode ser escrita como




taxais =  ycPvc






{15} B C - * v C :
Como A  deve cair num dos três sítios vizinhos de B, e pelo fato de haver um C à 
sua direita nós ficamos com uma combinação de situações, como as anteriormente descritas 
em {5} e {6}, o que significa, novamente, que os sítios vizinhos de B  não são mais todos 
equivalentes, e devemos tratá-los separadamente. A figura 3.5 ainda é útil trocando-se o 
par r  — T pelo par B — C.
(15.1) A  cai em j:
Neste caso o elemento C não tem nenhuma participação, e ficamos com uma 
situação idêntica àquela encontrada em (5.2), e a taxa para este caso é facilmente calculada 
como VaPbc^ f 52-
(15.2) A  cai em i ou k:
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=^taxai5.2 =  ^i/APBC^fib onde /15 não é o mesmo que /51 por causa do C que 
existe do lado direito. Devemos calcular este novo fator analisando todas as possíveis 
configurações da vizinhança do sítio i (já que o fator 2 acima nos informa que tudo isto 
deve ser válido para o sítio k).
[i) OBOC :
taxaj =  ^  (2mv±Sva\ _
* P c  \  Pv J
(ii) IBOC :
+ _  P B C  ( Pw + P v a \ ‘^  I Pv B P vC, ( P ^ d S í l A )
t a x a „  -  2pc V Pv J  ^  Pv PC V Pv ) '
(m) IB IC  :
I j ,™  ... _  W  ( Pv v +P v a \  ( PBC.P m£1 E3íB .P C c \  J___
td X d jM  ^ ^2 /3  p „  J  y  PC Pv ^  Pv PC J ^  1+2/3 Pv Pv PC  •
(iv) IB2C :
— _ l _ E v a Í E ! i c 2 M c . i P v B E ç a \  taxa*^ -   ^ -r j  ■
[v] 2B0C :
I 2pgg  p ^  / Pvv+Pv a )iaxa„ -  3p2 j  •
(m) 251C :
. — /3 Pvg / PvB PCC I OEBC E v ç )taxa^, -  ^^3^  +  z j .
(í;m) SBOC :
taxa^ii = __Pc  4p2
( m n )  I C O B  :
... _  _§_ (EvjdzBiA) \mn. (EffiiEiíA^  I oEuSiBia 
raxa^ n *  ~  i+ p  \  p„ M  p c l  Pv )  ^  ^  p c  Pv
(ix) 2C0B :
ta-x-a- — lEvaPii  ^ lOEsa (BLsdiEvAXtaxa,^ -  Pv [pv Pc ^  PC \ Pv ). ■
(x) 3C0B :
—  P P c c  p I c^axax -  3+  ^ p2 •
X
Assim, o fator procurado pode ser escrito como /15 =  Étaxa^, e a taxa total para
l—i
esta transição vale
taxais =  VaPec^ ^  (2/15 +  /s2) • (3.42)
Pb
{16} B C ^ B v  :
Vamos usar a mesma figura, mas agora considerando que os sítios i, j  e k são 
vizinhos próximos de C.
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(16.1) A  caindo em j:
taxaie.i =  UAPBC^f6 2 ,
por tratar-se de uma situação semelhante àquela ocorrida em (6 .2).
(16.2) A  caindo em i ou em k:
Teremos um fator do tipo 2yAPBc^^fi6, onde fie é um novo termo que deve serPC
calculado. Levando-se em conta todas as possibilidades, teremos:
{i) OBOC :
_  VvB. Í PyjL+ P v A ' ^
* PB \  Pv )  '
(m) IBQC :
fava •• =   ^ (Ejüi+EiíA^  \pbB ( i nBuB.E2iB.
t a x a ^ *  y  L P B  I  P v  )  ^  PB Pv . ■
(iü) IB IC  :
. . .  _  2 / P vv+ P vA  ( p b b  PvC  I P vB  PBC  \  _|____2 P vB  PvC
i a x a „ ,  -  2^ ^  ^  ) \ V B  Pv ^  Pv PB  2+ /3 PB Pv Pv ■
(iv) 1B2C :
taxaí„ =  (PSBP^ +  2^ ^ )  .
™ 3+ /3  Pv \  PB Pv Pv Pb  )
P vS. EvB. _1_ 9 2 B B  / P vv-^P vA  
Pv Pb  pb  \  Pv )
(v) 2B0C :
+ _  ..1 .BüM^axa„ —
(vi) 2B1C :
taxa ■ =  Esifi (EaaEvç i EBçEaS.^  
l a x a ^ í  1+/3 Pv V PB Pv ^  2pB Pv )  •
(vii) 3B0C :
+ .. _  __1__Pb b  Pv B
l-L-í/^  Tir. -n2 *
(viii) iCOB :
taxa^iU = (\  p „  J [ 2 P B  \  Pv J P B  Pv
(ix) 2C0B :
— P v & ^ L i  I M m ç P v ç  ÍE is d iE v A ')  axa^x -  p g  3 p 2  + spB Pv \  Pv ) ■
(x) 3C0B :
taxa^ = 2£ £ z^
® P B  4p2 ’ a:
e fi6 = Etaxaj.í=z
Assim, a taxa para esta transição pode ser escrita como
taxaiQ — VaPbc ' ^ ^  (2/ie +  /e2) • (3.43)
Pc
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Após calculadas todas as taxas necessárias, partimos para o cálculo numérico dos 
estados estacionários e do diagrama de fases, obtendo os resultados que serão mostrados 
nas próximas figuras. Na figura 3.6 obtemos os estados estacionários para as seguintes 
condições iniciais: paa = PvA =  0, Pbb = Pcc = PvB = PvC = 0,1 e psc = 0,05.
Os valores obtidos para as densidades no estado reativo, =  0,5, para essas condições 
iniciais são: p*^  = 0,14563 x 10-^■ =  0,71643, p*^  = 0,22712 e pl ^  0,056308 que, 
comparados com os valores determinados em campo médio, mostram um desacordo entre 
ambas as previsões. Enquanto que a aproximação de campo médio fornece uma densi­
dade de sítios vazios próximo de 0 ,5, a aproximação de pares nos fornece um valor bem 
mais baixo. Estas mesmas condições iniciais para os valores de Pi podem ser obtidas de 
várias maneiras, bastando lembrar de (2.29)-(2.31). Embora não tenhamos os resultados 
analíticos, os resultados numéricos nos mostram que as diferentes maneiras de expressar as 
condições iniciais acima^ levam o sistema para os mesmos estados estacionários reativos, 
desde que mantidos os valores dos parâmetros /3 == 0,25 e r  =  0,5. Isto já era esperado, 
porque a solução de um problema de valores iniciais depende justamente das condições 
iniciais, e o que fizemos foi apenas escrever tais condições de diferentes formas.
As aproximações de campo médio e de pares parecem concordar bem no limite 
do modelo de dois monômeros, ou seja, /5 =  1 e r  =  0, 5. As tabelas seguintes mostram 
uma comparação entre elas para uma rede inicialmente vazia e nas proximidades do estado 
reativo.
cam po m éd io
Pa Pb Pl Va
0,74950x10-^ 0,49996 0,13280x10-^ 0,425
0,20209x10-^ 0,49999 0,19986x10-'^ 0,450
0,17243x10-^ 0,50000 0,39985x10-^ 0,475
0,15910 0,79552x10-1 0,68179 0,500
1,00000 0,86215x10-® 0,39985x10-^ 0,525
0,99998 0,10105x10-^ 0,19986x10-7 0,550
0,99997 0,37475x10-^ 0,13280x10-7 0,575
^Por exemplo, essas mesmas condições iniciais poderiam ter sido escritas como P b b  =  P c c  =  0,25 e 



























Lembremos que, para estes valores de /? e de r  as concentrações dos monômeros B e C  são 
idênticas.
A figura 3.7 nos mostra um caso onde o sistema não apresenta nenhum estado 
estacionário reativo, ao contrário da previsão de campo médio, conforme podemos ver na 
figura 3.3.Deixamos para o apêndice A uma breve discussão sobre a estabilidade dos estados
Figura 3.6: situação em que o sistema não apresenta estado reativo. Aqui, as condições iniciais foram (0) = 0 e 
P b  (0) =  P c  (0) =  0, 25, porém, usamos f) — r  =  0,83. Quadrados, círculos e triângulos representam, respectivamente, as 
densidades estacionárias dps monômeros A ,  B  e  C .
estacionários na aproximação de pares para a rede quadrada.
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C apítulo 4 
Reação entre três m onôm eros na rede 
quadrada
4.1 Aproxim ação de cam po m édio
Consideramos agora uma situação geral onde todos os monômeros reagem entre 
si e com diferentes probabilidades. São introduzidos novos parâmetros, porque agora per­
mitimos que B e C reajam entre si. Estudamos novamente o sistema no regime em que as 
reações são controladas pela taxa de adsorção das espécies.
Suponhamos, como anteriormente, uma situação na qual A  chega num sítio vazio 
cercado de monômeros B  e C. Vamos admitir que A  deve reagir apenas com um B  ou 
com um C, mas não especificamos qual destes deve ser o escolhido. Definimos, então, 
t^ ab{c) como sendo a probabilidade de A  reagir com um especificado B [C) na presença de 
C (B). Caso exista um número de monômeros B e Nc  monômeros C em torno deste 
A, podemos escrever que
Nb T^ab +  NcT^ac =  1, (4.1)
e definimos a  tal que a  =  que juntamente com a equação (4.1) nos permite escrever
que ttab = Nb^ clNc ® ^  Nb^ccNc ' ^omo A  deve reagir com algum B ou com algum C, 
então
tal que riA(B,c) =  -^(b,c)7I‘a(b,c) •
Analisamos da mesma forma quando o monômero que está sendo adsorvido é B  e
exista em tomo dele vários monômeros A e C .  Definimos t x b a ( c )  como sendo a probabilidade 
de B  reagir com A  (C) na presença de C (A). Segue, então, uma relação semelhante à 
equação (4.1):
NATT ba +  N cttbc =  1. (4.3)




t^ bc =  • Também sabemos que B  deve reagir com algum A  ou (7, de modo que
(4-*)
onde TIb(a,c) =  N{a,c)'^b(a,c)-
Por último, se for um monômero C que estiver chegando na superfície, este poderá 
reagir com qualquer monômero A ou B, de modo que
n < ,^ + r L B = i .  ( « )
onde YIc{A,b) — ^ ( a ,b)'^c{a ,b)í e definimos um novo parâmetro 7  =  que é a razão entre 
a probabilidade de C reagir com B  e a probabilidade dele reagir com A.
Devemos observar que este modelo não é simétrico no sentido que, em geral, TVij ^  
TTji, porque os parâmetros a, /? e 7  podem ser independentes. Imagine uma situação na qual 
em torno de imi monômero A  haja três elementos da espécie B  e imi da espécie C, e vamos 
supor que todos reajam com o mesmo peso (o; =  /? =  7 ) e que todos os demais sítios estão 
vazios, por simplicidade. Neste caso, se A  reage com qualquer B, então a probabilidade 
dessa reação é 3/4, porque, de um total de quatro possibilidades de reação, três são com
o monômero B, enquanto que a probabilidade da reação ser com um dado B é l / 4 .  Já a 
probabilidade deste mesmo B  reagir com o monômero A é 1.
Definimos Pi como sendo a probabilidade de que o próximo elemento a chegar na 
superfi^cie seja da espécie i, tal que sempre deve chegar algum reagente, isto é,
Va - -^Vb + yc = 1- (4.6)
Vamos ainda definir que =  r  (1 — pa), com r  € [0,1], tal que se r  = 0, então apenas 
estão chegando A e C e, quando r  =  1, ficamos apenas com A e B, considerando que yA 
pertença ao intervalo [0,1]. Também sabemos que, escolhido um sítio qualquer da rede
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quadrada, este pode estar vazio ou ocupado por uma das espécies, de modo que podemos 
definir pi como sendo a probabilidade deste sítio estar ocupado pela espécie i. Então, um 
vínculo entre as densidades é imediato:
Va + P b + V c =  1 - P v  
As reações possíveis de ocorrerem são:
(4.7)
A  + V ^  Aads. A  + v - ^  A B ^  + 2v A  + v ^  A C  ] + 2v
B  -\- V -Bads. B  + v ^  A B ]  + 2v B  + v - ^  B C  -\ + 2v
C  -{-V Cads. C  + v A C  ] + 2v C  + v - ^  B C  ] + 2v
e o cálculo das taxas é mostrado abaixo: 
(1) A-\- V —>• Aads, :
(2) B + V —>■ Bads.
(3) C  V —>• Cads. ■
taxai  =  VaPv (pa  +  p v Ÿ  •
taxo2 = yBP„ (j>B + Î),)“ .
(4.8)
(4.9)
(4.10)taxas = ycPa (pc+ p ,)‘ ■
(4) A + V ^  AB \  2v :
Para isto ocorrer, deve haver pelo menos um B  em volta do sítio onde A  vai ad- 
sorver, e devemos considerar as possíveis ocupações de C. Cada uma das taxas abaixo corres­
ponde, respectivamente, a imia situação em que existe tmi, dois, três ou quatro monômeros 
B:
U i  =  ^VaPvPb  [ ipA  + P v f  +  3pc  (p a  + P v f  +  3p^ (p a  + P v) + P c j ^ }  , 
t42 =  ^Va PvP \  { { p a  + P v f  +  2pc  (p a  + P v) í h  + P c 2 : k ^ }  : 
t43 =  4vaPvP% { ( p a  + P v) ,
4^4 =  UAPvPb  ■
A taxa total para esta reação é a sortia destas quatro expressões. Isto nos dá
taxü4 = (4.11)
(5) B  + v ^ A B ^  + 2v:
Neste caso, deve haver pelo menos um monômero A  na vizinhança do sítio vazio, 
e devemos levar em conta todas as possibilidades de ocupação de C. Obtemos:
t s i  =  ^ V b P vP a  { ( P b  +  V v f  +  3 p c  ( P b  +  P v f  ^  +  3 p ^  {p b  +  P v )  +  P c T ^ }  ,
t 5 2  =  QVb P vP a  { ( P b  +  P v ) ^  +  ‘^ P c  ( p b  +  P v ) ^ +  P c ^ }  >
ts3  =  4 .y B P v P A  { ( P b  +  P v )  +  P c ^
ts4  =  Vb P vP a  7
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e
taxa^ =  (4.12)
i
(6) C + v - ^ A C ^  + 2v:
Deve haver pelo menos um A  em torno do sítio vazio e devemos levar em conta o 
número de sítios ocupados por B:
t e i  =  ^ y c P v P A  { { P c  + P v f  +  3 p b  ( p c  + P v f  +  3 p |  ( p c  + P v )  ^  +  P b i Í ^ }  .
t 62 =  QycPvPA { ( p c +  P v f  +  2pB {pc + P v ) ^ +  >
t63 =  ^VcPvPa  {{PC +  Pv) +  P B ^ ]  ,
t64 =  VcPvPa >
sendo que a taxa  to ta l para esta reação é igual a:
t a x a e = J 2 t e i .  (4-13)
i
{7) A + v ^  A C +  2v.
Deve haver pelo menos um C na vizinhança mais próxima do sítio vazio e devemos 
considerar a existência de monômeros B  nesses sítios mais próximos:
t?i =  ^VaPvPc  { (pa + P v f  +  ' P^b  ipa +  P v f  ^  +  3 p | Í P A + P v ) ^ + P % ^
t?2  =  Qv a P vP c  { { P a  + P v f  +  2 p e  (p a  + P v ) ^  + P s 5 í i s }  .
t73 =  ^Va P v p I  { (p a  +  P v )  +  P b ^ }  ,
t74 =  VaPvP% ,
de modo que podemos escrever
taxar = ’Y 'jri. (4-14)
i
(8) B -\- V —y BC  f +  2'W :
Deve haver pelo menos um monômero C em tomo do sítio vazio e devemos consid­
erar a existência de A  em volta desse sítio. Assim:
t8i =  ^VbPvPc  {{Pb  +  P v f  +  “iPA (Pb  +  P v f  +  3Pa (Pb  + P v) ^ +  Pa ^ }  >
ts2 =  QyBPvph { (Pb  +  P v f  +  2PA ipB + P v) ï^ + P a ^ } .
ts3 =  ^VbPvPI  {{Pb  + P v) + P a ^ }  ,
ts4 =  VbPvP% ■
Logo, a taxa para esta reação pode ser escrita como:
taxas = '^ t s i .  (4-15)
i
(9) C +  v B C   ^+ 2v :
Deve haver pelo menos imi B  próximo desse sítio vazio e devemos considerar as 
distintas possibilidades de ocupação do monômero A  em volta do sítio onde B  vai cair. 
Logo:
tgi =  ^VcPvPb { [P c  +  P v f  +  3pa (p c  +  P v f  +  3 p \  iPc  +  Pv) 2^ 7  +  P a ^ ]  , 
to2 =  QvcPvPb { { p c  + P v f  +  2pA i jP c + P v )  ^  + P a ^ }  > 
t93 =  ^ycPvP% [ {P c  + P v )  + P A ^ }  , 
t94 =  ycPvPB >
que nos permite escrever a taxa para esta reação como
taxag = Y^tgi. (4.16)
i
Com estes resultados podemos partir para a determinação dos estados estacionários, 








= taxay — taxa^ — taxa^, (4-17)
=  taxa2 — taxa^ — taxag, (4-18)
=  taxas — taxar — taxas, (4-19)
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onde cada taxai está explicitada acima e as probabilidades pi devem satisfazer a equação 
de vínculo (4.7). Observamos que estas equações, como nos casos anteriores, são da forma 
Pi =  Pv (■••)) modo que imia solução imediata para os estados estacionários é p^ = 0, o 
que nos dá estados de superfície completamente saturada. Como as três espécies reagem 
entre si, temos três modos distintos de saturação, a saber, uma fase na qual a rede está 
completamente coberta por A, outra fase onde ela está completamente coberta por B  e 
outra onde ela está coberta somente por C.
Podemos, então, linearizar o sistema de equações (4.17)-(4.19) e estudar a sua 
estabilidade em torno de seus estados estacionários. A matriz jacobiana para esta trans­
formação, calculada na fase saturada por A é
Ja =
l - 2 y A  l - 2 y A  1 -  2yA 
0 0 0 
0 0 0
que apresenta dois autovalores nulos e um autovalor A =  1 — 2yA- Este estado será estável 
apenas se A < 0, o que implica em yA> \-
Para a fase saturade de B  tal matriz toma a seguinte forma
Jr —
0 0 0
1 -  2r  (1 -  y^) 1 -  2r  (1 -  z/^) 1 -  2r  (1 -  y^) 
0 0 0
com autovalores A =  0 (multiplicidade dois) e A =  1 — 2r (1 — ija) ■ Para que este estado seja 
estável é necessário que a relação < 1 — ^  seja satisfeita. Essa condição é equivalente a 
ys > 1/ 2.
Já o estado de rede coberta por C apresenta a matriz
Jc  =
0 0 0 
0 0 0
2 y A - l + 2 r { l - y A )  2?/a -  1 +  2r  (1 -  y^) 2yA -  I + 2r {I -  va)
também com dois autovalores nulos e um autovalor A =  2yA -|- 2r — 2ryA — 1. A estabilidade 
deste estado será garantida se yA < \  Analogamente, essa condição é a mesma que
yc > 1/ 2.
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Um fato interessante é que todos estes valores independem dos parâmetros a, (3 e 
7 , ou seja, a estabilidade do sistema independe da maneira com a qual as espécies reagem. 
Com estes resultados podemos construir o diagrama de fases mostrado na figura 4.1, que 
exibe os estados estacionários do sistema, dados os parâmetros e f', para uma rede ini­
cialmente vazia. Agora podemos empregar o termo diagrama de fases corretamente porque, 
na passagem de uma região para outra, obtemos uma descontinuidade numa função ou em 
sua derivada, neste caso, na densidade de sítios vazios. Como esta mudança de comporta­
mento estacionário de py ocorre de modo contínuo, então estas transições são chamadas de 
segunda ordem.Este diagrama se assemelha muito àquele encontrado através de simulação
Figura 4.1: Diagrama de fases para os três monômeros interagindo igualmente p E i r a  uma rede quadrada inicialmente 
vazia. As regiões rotuladas por A, B e C correspondem a  estados estacionários de rede saturada. A região interna do 
diagrama corre^onde a estados estacionários reativos.
por Bassler e Browne [11, 12]: para uma rede unidimensional e usando aproximação de 
tripletos, eles conseguiram determinar linhas de transições descontínuas entre fases de su­
perfície saturada.
E claro que a densidade de cada espécie, em cada estado estacionário reativo, 
depende dos valores de a, /3 e 'y. Nesta figura a região indicada por A  nos diz que, se 
iniciarmos com uma rede vazia, e para qualquer valor de r, porém com > 0,5, então o 
sistema evoluirá para um estado onde a superfície acabará completamente preenchida por
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monômeros do tipo A. A  região interna dessa figura, delimitada pelas três linhas contínuas, 
caracteriza estados estacionários reativos, onde sempre temos uma quantidade de sítios 
desocupados na rede. Também podemos observar, pela figura 4.2, a janela reativa existente 
quando todos os monômeros reagem igualmente, para uma dado valor de Como podemos
Figura 4.2: Concentrações de sítios vazios em fimçao do parâmetro r  para =  0, 25 e a  =  /3 =  7 =  1 , para uma rede 
inicialmente vazia.
verificar por esta figura, a transição entre os estados estacionários de rede saturada para 
estados reativos, e destes de volta para estados de superfície saturada, são de segunda 
ordem, ou seja, são transições contínuas.
Se colocarmos jd = j  = O e a  = l, para tentar reproduzir os resultados do capítulo 
anterior, não obteremos sucesso, pois aquele é um outro modelo; lá são impostas outras 
condições acerca da ocupação da vizinhança de um dado sítio quando calculamos as taxas 
para cada reação. Naquele modelo pares de vizinhos do tipo B ~ C  são permitidos, enquanto 
que neste eles são completamente proibidos. Lembramos que naquele modelo, nas condições 
em que B e C se comportam quimicamente como o mesmo elemento, apresentava um único 
estado reativo em Ua = 0,5. Aqui obtemos uma janela reativa para yA abaixo deste valor, 
como pode ser visto na figura 4.3.Isto porque, neste caso, o número de possibilidades de 
configurações para os sítios vizinhos daquele onde ocorrerá alguma reação ficam menores 
por causa da proibição do par B  — C. Além disso, o modelo onde B e C não podem reagir
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Figura 4.3: Densidades estacionárias dos monômeros A  e  B  ( =  C )  juntamente com a densidade de sítios vazios em função 
da taxa de d ie ^ d a  de A, representadas pelas curvas preta, vermelha e azul, respectivamente. Aqui, r  =  0,5.
entre si nos fornece uma outra equação de movimento que descreve a evolução temporal da 
densidade de pares BC, enquanto que agora não temos esta equação acoplada às demais, 
já que este par é proibido.
4.2 Aproxim ação de pares
Nesta aproximação os pares possíveis de serem formados são vv ,vA ,vB ,vC , AA, 
B B  e CC e as relações de vínculo são:
onde
P a  =  P v A  +  P A A ,
P b  =  P v b + P b b ,
Pc =  P v C  +  Pcc,
P v  =  P v v  +  P v A  +  P v B  +  P v C ,
P vv  +  P A A  +  P B B  +  P c c  +  2  {PvA  +  P v B  +  P v c )  =  1 -  






\ de para \ w vA vB vC AA BB CC
vv X 4 6 8 X X X
vA 1 X X X 10 X X
vB 2 X X X X 11 X
vC 3 X X X X X 12
AA X 5 X X X X X
BB X X 7 X X X X
CC X X X. 9 X X X
Assim, podemos escrever as equações para a evolução temporal das densidades:
P a a  =  2taxa^ — 2taxaio,
Pbb =  2taxaj — 2taxau,
P c c  — 2taxog — 2taxai2,
PvA —  tOjXOj'^  taxOj'^Q tcíxct^ . tOiXa^,
pyB = taxa^ +  taxaii — taxae — taxa^,
PvC = taxas +  taxai2 — taxas ~ taxag.
Cálculo das taxas de transição: 
{1} vv —^ vA :
{2} vv —>• vB
{3} vv —» vC  :
t a x a i  —  Ua P vv
taxü2 = VbPv
taxas =  ycPv
/  , \  3Pvv “ t " PvA
V p- .
/  I \  ^Pvv + P v B
\ Pv





Daqui para frente devemos lembrar das probabilidades de reação definidas pelos 
parâmetros a, p  e j] como na aproximação de pares especificamos qual par será escolhido 
para uma reação, devemos usar as quantidades definidas anteriormente:
'^AB = Nfí-i-aNn
T^ AC = Nrt+otNa
T^ BA =_______NA+mn
T^ BC =  NA+0Nn
T^ CA = 1NA+"iNpt
JCB -  Na+jNb_
{4} vA  —>■ vv :
(4.i) Cai imi B  no sítio do par que já está vazio: devemos considerar as possibili­






2A OCIC 3A0C ICOA 2C0A 3C0A
Obtemos;
— 7/dT} a I  Í -I- í B ydz& s)^  i f  P w + P v b )  ^ ____i 1>lc 1 \  i
t a l í a i ^  -  V b P v A [  p„  J  +  p .  , 2 \  p .  J  +  p .  V p .  J  2 + p  +  p I  2 + 2 p  /  +
7 / „ 7 5  . Í ^PyA ( P m d & a )  I a i £ I _ J : _ l  1 ? L 4  1 3 f f y g  ( _ J _ 1  i
V B P v A < ^ p 2  p „  ;  +  p„ 3+ /3J +  4p3 +  V p „  ;  1+ /3/  +
^  / Es2e±E3zs) ^ ____|_ É t a  1 \  —
2 /b P í;A  I  p2 P„ ;  1+2/3 +  p3 14.3^  I  -
—  V B P v A t ’Ai-
(4.m) Cai um B  em tomo de um dos três vizinhos de A, e levando-se em conta que 
o sítio vazio do par central permanecerá vazio, temos taxa4ü =  3yBPvA^^t4i .PA
{A.iii) Cai um C no sítio do par que já está vazio; devemos considerar as seguintes 
possibilidades de ocupação de 5  e A à volta;
OAOB
r OB ■
“ 1 s ) 3A0B IBOA 2B0A 3BQAl 2B
Este caso é semelhante ao (4i) trocando B  por C e j3 por 7 . Obtemos
t a x a ^  ■ a I  í _J_ .^ Pjí4. 1  ( P y v + E v C .'^  J_  “^P vB  ( P vv+ P vC  A 1 I P y g  __ 1__ \
t a x a 4 m p v  j  +  p .  n  p .  J  +  pv I  p .  j  2+7 +  pS 2+27 /
7 ,  p  Í ^ É lA  í i  ( P v v + P v C ^  I ú i S  _1_ Ú a . _ L  ^ P v B  ( P v v + P v c V ^  _ J ^ \
v c P v A < ^  p2 [3 +  p^  3+^j +  4p3 +  p„ \  p„ ;  1 + ^ j
7 / ^ 0  . /  ^P vB  ( P v v + P v c \  1 I p I b  1 \  _
V c P v A  I  p2 P „  )  1+27 +  P l  1+37 /  -
~  ycPvA^iiii-
+
(4:.iv) C cai em torno de um dos três vizinhos do monômero A: como esses sítios 
são todos simétricos então; taxa4^  =  SycPvA^^tuu-PA
Portanto, a taxa total para esta transição pode ser escrita numa forma mais simples;
taxai =  p^A f  1 +  3— ^ [vaUi +  Vctim). (4.27)
V  P a  )
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{5} vA A  A :
taxa^ = DaPvA (4.28)
V Pv 
{6} vB vv :
(6 .z) Cai um A  no sítio do par central que está vazio; consideramos as seguintes 
possibilidades para a presença de B e C a sua volta:
OBOC IB'
OC ]
” ( “  1
3B0C ICOB 2C0B 3C0B
2C J
Obtemos:
t a x a g í  =  Va P vB + 3PvRPv 1 ( P v .+ P .a Ÿ  +  _ L _  1 1  I2 V. Pv J  Pv \  P v  }  2+ q  ^  p I  2 + 2 q  J '
I Ia T Í  d  Í [ i  4_  PvC  _ j,V a P v b  j  p2 [3 + / Pvv+Pva\^  1 1 \  Pv J  1 + a  j +
o (p--+Pva\  _J_  , p2a _ J _ \  =
V a P v B  I  p 2  p „  )  1+2q +  p 3  l+ 3 a  J
=  VAPvBhi-
(6.Ü) Cai um A  em torno de um dos três vizinhos de B. Como há um sítio vazio 
à esquerda deste B, então os seus três outros sítios vizinhos são simétricos, e podemos 
escrever que taxaen =  ^VaPvB ^ U í .






2B^ OAlA 3B0A lAOB 2A0B 3A0B
Temos então:
t a x a «  -- —  7/ z ^ ï 7 D J ÍE22í±2vC.)^ I 3EííB 1 / 1  .?EvA l 7  _ l Py/l 7  l  
X.3^a^^^^ -  y c P v B  y  +  P .  2 V  P v y  +  P v V P v j  l + 2 7 +  pB 2 + 2 7  I
i  ( P v v + P v c \  4_ P v A  7  I P f ,R  I ^ P v A  ( V v v + P v c \ ‘^  7  l I
.3  V Pv Pv I + 37J 4p3 Pv V Pv ;  1 + 7  j  ^
ii^n D í  / a 2v ± P v ç )  _X_ _1_ ^  \ — y c P v B  p 2 j  2 + 7  +  p3 3 + 7  j




(6.iv) C caindo em torno de B: taxaeró =  SycPvB^teui. 
A taxa total para esta transição é dada por
taxae =  P v B  (  1 +  3—  (vAtei + VcUiu) ■
\  Pb  J
{7} v B - ^ B B  :
taxay =  ysPvB
/ I \  ^
P v v  P v B
(4.29)
(4.30)
V P v  
{8} vG —»• vv :
(8.i) A  caindo no sítio do par que está vazio e devemos olhar a vizinhança desse 
sítio para pesquisar a existência de B e de C:
OCQB
r oB ■
* { S ) 3C0B IBOC 2B0C 3B0Cl 2B
Obtemos:
taxagi =  VaPvC + P^vCPv ' P w + P V A ^ ^  _ S ______ I É t R  -  Q  . l  Il  Pv )  ^  Pv \  Pv )  1 + 2 «  ^  p I  2 + 2 a  J  ^
1 E vB ._ Q _
I T IO.
V a P v c
P v  l + 3 a  
f p^Ib Í P v v + P v a \
X  P l  V r '
+ I V^vB (EiJv+EuA g \4p§ Pv V Pv ) 1+aJ +
P v  )  2 + a  +  p I  3 + a  J  
= VAPvctsi-
-
(8 i?) A  caindo em torno do sítio onde está C: 
Temos, simplesmente, taxagjj =  ^yAPvC^hi- 
(S.iii) Caindo um B  no sítio vazio do par:
taxao- - — 9ídT) ^ Í (P-vs±PvJiŸ 4- i  (2v2i±£vb V  1 ?Pv,d ( Pvv±2ys) ^ 1 1 4.
x ax ag * ,, -  V b P v C  |  ^  p v  2 V Pv )  ^  Pv \  p v  )  1+20 +  p? 2+ 2/3 J  +
7/dT9 ^  f -  í P ^ ^ ^ + P v B  \VbPvC p2 [3 ( J Pv 1+ 3 /3 I _L ^  Î Pv v +P v b Ÿ  P \4p3  ^  Pv V  Pv )  1 + 0  J
^  ( P v v + P v b \  _ M _  , _
V b P v C  j  p 2 p „  )  2+/3 +  P l 3+/3 J  
=  y B P v c h i i i -
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(8.iv) B  caindo em torno de C:
Neste caso, temos taxagj,; =  ^ysPvC^tm i-  
Assim, a taxa total resultante é;
taxas  =  PvC 1 +  3PvC
Pc {VAhi +  ysisui) ■




.Para as três últimas reações que se seguem será conveniente o uso da figura 3.5 
trocando-se o par central r  — r  por A — A, B  — B o n C  — C.
{10} A A vA  :
Agora a existência do outro A  deixa os sítios i e k equivalentes e o sítio j  deve ser 
tratado separadamente. Quando cair um B {C) deveremos olhar as situações:




1C{B) 3A0C(B) 1C{S)0A 2C(S)0A
(IQ.i) Cai um B  em j  que deve estar vazio: 
taxaioí =  VbPaa^ U u
por tratar-se de uma situação semelhante àquela encontrada em (4.í). 
(10.**) Cai um C em j  que deve estar vazio:
taxaioíí =  VcPAA^hiii- 
{lú.iii) Cai um B  em i ou k\
íüA
P v
Ú a -EmA. I 2.EAA&IA. fpvv+PygA l  
o„2 „  . ' 3  P A  P v  \  P v  /  J  J
Pv
3 p l PA +
^VbPaa^ “^PAA  PvA VvC  1____L  P A A  p I a  I ^P vA  PvC (  P v v + P v B ^  ____ I p I c  P-uA 1 I P A A '^ iS .__ 1PA Pv Pv 3+ /3  ^  APA p I  p a  Pv V Pv )  1+/3 p I  p a  1+2/3 ' P A  p I  2 + 2 ^
^VbPAA
A  situação 3C (B) OA, que deveria apresentar três monômeros C em torno do sítio 
onde Bdeve cair, é proibida, porque estaríamos admitindo a existência de um par CA  
envolvendo o A da direita. Isto poderia levar à formação de um par Av ao invés de vA, que
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é o desejado. Lembremos que os pares Av e vA  são distintos mas ocorrem com a mesma 
probabilidade.
(10.w) Cai um C em i ou k:
taxaicH. =  2pcPAAff ( ' ^ ) '  + [ T .  ( ' ^ ) *  +  ^  ( ’^ )  ] +
gLlgvA 4- lEAAEnA. ( ;Pv^-+i?.-B,c A \  J.
3 p 2 P A  ^  3  P A  P v  V P v  /  /
% , ^ 7 ) . . E 2 í A  í  2pAA PvC /^P v v + P v o \  I ‘^ P vA jP vÇ .&sA. 
^ U c P A A  P a  \  L P a  Pv V Pv /  ^  PA Pv Pv
2ycPAA^ “^PAA PvA  Pv C  1  I P A A  PvA 1 2pt,A 2vS . ( P vv+ P vÇ  'N _ J _  I P i^  P vA  —1— I PA Pv Pv 3+ 7  ^  4PA P Î  ^  PA  Pv V  Pv ;  I+'V «2 1_L0™ P A A E jiI1+7 ^  p  p ^  +27 P A  Pí 2+27
2ycPAA^hoiv
Assim, a taxa total para esta transição pode ser escrita como:




(11.*) Cai um A  em j; taxau* =  VAPBB^tei ■
( 1 1 .m ) Cai u m  C  e m  j: t a x a n j j  = ycPBB^UiU •
Os sítios i e k  são simétricos e devemos olhar a vizinhança de cada um deles quando 





2B OC(A)1C(A) 3B0C(A) 1C(A)0B 2C(A)0B
Neste caso, a situação 3C (A) OB também é proibida. 
(11.MÍ) Cai um A em i ou A; :
t a x a m  ■■■ -  ( p v v +Pv a Ÿ  4- £ aB  ( Pw+PvA^ ^  j_  gvÆ ( P v v +Pv a \  Pv b  \  ,
-  ^ y A P B B  |  +  2pb  V Pv )  ^  Pv pv  J  p b  j  ^
9 -}; a Í  2p B B  P v C  ( P v v + P v a "\ I 2p „ B  £ v C . £ v b 1 _____ I P ^ E v B  1 2  2 B B  £ v B  ( P vv+JSv a A  l
U AFBB p g  I  L PB Pv V Pv )  ^  P B  Pv Pv 2+ a  ^  3p2 p s  ^  3 p s  p„ V Pv /  J
2vaPb b ^ ^P B B  P vB  PvC  1____|_ PBB p j s  I “i P v B  PvC (  P v v + P v a '\ 1 l PyC PvB 1 i gB ft _ 1Pb Pv Pv 3+q: ^  4ps pg ^  P s  Pv V Pv /  1 + ct ^  p l  P s  l+ 2 a  Pb  p8 2+;2q
2yAPBB^hiiii.
{ll.iv) Cai um C em i on k :
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taxa,H. =  2ycPBB“  {“  ( ’^ f  +  [ f f  “  ( ^ )  “ ]} +
2ÿcPBs“  { 2PBB Pt.4 Pvv+Pi,PB P« Pv 2p„B PvA Pi, FI P B  Pv Pv 1+27 + pIb PvB I 2PbB PvB ( Pvv+Pvo\  I l  3p? PB ^  Z PB Pv V Pv / J /
^VcPb b ^ 2 p B B  P vB  P vA  7  I P B B  p I b  I 22vB_EvA  l P v i ;+ P v c '\  _2L_ 1 ' ^ P v B _ J _  _1_ P B B  p I a  7  PS Pv Pv 1+37 ' 4 p s  p2 ^  PB  Pv V Pv /  1 + 7  p2 P b  2+7 ^  PB  p2 2+27
‘^ ycPBB^hiiv .
e a taxa to tal para esta transição pode ser escrita como
ta x a u  =  Pb b ^ -^  [va (tei +  ^tiun) +  Vc {tem  +  2tu iv}  
Pb
(4.34)
{12} CC ^ v C :
{12.i) A  caindo em j  : taxajai =  V A P cc^h i-  
{12.Ü) B  caindo em j  : taxai2n =  yB P cc^ tsm .




IC^ 1B(A) } 
2B(A)
2C< OB(A)1B(A) 3C0B(A) 1B(A)0C 2B(A)0C
Agora, é a situação 3B (A) OC que deve ser desconsiderada. 
{12.iii) A  caindo em i ou k :
2 y A P c c ^PC {
‘^ P c c  P vB  ( P v v + P v ^ "\ I “^PvC P vB  PvC  
PC Pv \  Pv )  PC Pv Pv 1+2q +
p I c P v C  I " i p c c P v C  ( P v v + P v a \  1 t
3p2 PC  ^ PC Pv \  Pv /  J J
‘^ y A P c c ^ "ipcc PvC  P v B  Oi I P c c  PyQ I '^PvÇ.PvB. ( Pvv+Pva\  Q I PyB  PvC a  I PCC  PyB  Q P c  Pv Pv 1+3q ~  4 p c  p I  ' P c  Pv \  Pv )  1+Q P l P c  2 + a  ^  p c  P? 2 + 2a
‘^ yAPCC^ti2iii-
{12.iv) B  caindo em i o u k  : 
taxa,«, = 2yspcc’^  ^  }• +
2wDOr.,^2vC, í 2 p c c  EvA f  ËvviÆvBA I 2p v c EvAEvÇ  
y a i ' u o  I  L P c  Pv V Pv J P c  Pv Pv 1+2/3 +
PvC PvC I 2 P c c  PvC 
3p2 P c  3 P c Pu
2 y sP c c '^ 2 £ i2 aEüíZEiíA_ â _  I Pcc I 2Bu£IBsiA f  Pvv.±ÊvB i eLi Eizíl __|_ ECíZEÍa_5_^  .^ 2 T  ^ j  p2 pp 2+/3 ^  Pc pS 2+2/3P c  Pv Pv 1+3/3 4 p c  p I PC Pv
2yBPCC^ti2iv
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Portanto, a taxa resultante para esta reação reação é:
taxai2  =  P c c ^ ^  [va {t»i +  2ii2m) +  Vb  {hm  +  Pc
(4.35)
Com isto, podemos calcular os estados estacionários numericamente e comparar 
os resultados com as previsões de campo médio. A figura 4.4 mostra uma comparação 
entre a aproximação de campo médio e a aproximação de pares para imia rede inicial­
mente vazia.Vemos nesta figura que a aproximação de pares exibe imia transição contínua
Figura 4.4: Concentraiçoes de sítios vazios em função da taxa de deposição do monômero A . As curvas contínuas preta e 
vermelha representcim, re^ectivaimente, as previsões de campo médio e de paires. Aqui foram usaidoa os valores q =  /3 =  7 =  1 
e r  =  0,5.
do estado reativo para o estado saturado de A  em pA = 0,487 enquanto que através da 
aproximação de campo médio tal transição se dá exatamente em Pa =  0,5. Os valores 
utilizados para os parâmetros, a = /3 = 'y = 1 e r = 0,5, correspondem à situação em 
que os monômeros B e C caem na rede com a mesma probabilidade e todos os pares de 
monômeros interagem igualmente entre si.Na figura 4.5 podemos observar que a janela 
reativa é alterada pelas diferentes condições iniciais da rede e das probabilidades de reação. 
A transição contínua do estado saturado de 5  ou C para a fase reativa se dá em pa =  0,167 
(campo médio), e Pa = 0 ,191 (pares); já a transição do estado reativo para a fase saturada 
de A  também é uma transição contínua, que ocorre em Pa =  0,5 (campo médio) enquanto
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Figura 4.5: Concentrações de sítios vazios em função da taxa de deposição do monômero A . As curvas contínuas preta e 
vermelha representam, re^ectivamente, as previsões de campo médio e de pares. Aqui foram usados os valores a  =  =  7 =  1 
e r  =  0,5.
Figura 4.6: Diagrama de fases previsto pela aproximação de pares para uma rede quaidrada inicialmente vazia, e a  =  0  =  
7 =  1; A, B e C representítm regiões saturadas de monômeros A , B  e C , respectivamente. A região interna deste diagrama 
representa 6s estaidos estacionários reativos.
que a aproximação de pares 0, 489.Finalmente, a figura 4.6 exibe o diagrama de fases deste 
modelo e notamos que ele se parece muito com o previsto por campo médio. Este diagrama 
é semelhante^ àquele determinado por Bassler e Browne [11, 12] que estudaram o modelo 
de três monômeros interagentes numa cadeia unidimensional. Em seu diagrama linhas de 
transições contínuas entre estados estacionários saturados e reativos são observadas. Usando 
a aproximação de tripletos eles encontraram uma pequena linha de transições descontínuas 
entre diferentes estados saturados.
Em nossos cálculos consideramos um estado como sendo reativo toda vez que a 
concentração de sítios vazios fosse maior ou igual a 10~®. Aqui a transição entre a fase 
saturada de e fase reativa não se dá mais em ua = 0 , 5 mas depende do valor de r  em 
questão.
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Neste trabalho foi estudado um modelo de reação em superfície catalítica envol­
vendo três monômeros distintos. Primeiramente foi considerado o caso onde dois deles são 
proibidos de reagirem entre si, tanto em uma quanto em duas dimensões. 0  tratamento 
analítico e numérico das equações de movimento nos permitiu determinar o diagrama de 
fases para os estados estacionários, onde foram observadas transições de fases cinéticas entre 
tais estados como sendo de primeira ordem. O diagrama de fases apresentou diversos estados 
estacionários reativos caracterizados por diferentes concentrações de monômeros B  eC ,  con­
centrações estas dependentes dos parâmetros do modelo {/?, r). As aproximações de campo 
médio e de pares independentes utilizadas na descrição do sistema mostraram-se válidas 
sendo que a de pares descreve melhor os mecanismos de reação em vista das correlações 
existentes entre os sítios primeiros vizinhos. O comportamento do sistema apresentou-se, 
qualitativamente, o mesmo para a cadeia linear e para a rede quadrada. Para sabermos 
a real validade de nossas aproximações propomos, para trabalhos futuros, o estudo de 
tais sistemas utilizando-se simulações em computador, em vista de obtermos imia melhor 
compreensão de tais sistemas físicos. Além disso, podemos considerar outras situações de 
interesse, como dessorção espontânea das espécies reagentes, efeitos de difusão, além de 
estudos nas proximidades do ponto crítico para a determinação dos expoentes críticos e 
classes de universalidade.
Por fim, o estudo do sistema levando-se em conta a possibilidade de reação en­
tre os três monômeros numa rede quadrada nos forneceu resultados semelhantes àqueles 
encontrados na literatura [11, 12] para uma rede unidimensional.
68
A pêndice A  
D iscussão adicional sobre a 
estabilidade das soluções
Vamos exemplificar a obtenção do limite de estabilidade na aproximação de pares 
do modelo tomando-se como exemplo o caso unidimensional. Primeiramente tomaremos 
o caso unidimensional de rede inicialmente vazia na aproximação de campo médio para o 
estado estacionário reativo. Neste caso 7 * =  0 nas equações (2.24) e (2.25). Sabemos que 
na aproximação de campo médio, o estado reativo é caracterizado por p \  = 2 — y/2 = A* 
e 6 é dado pela equação (2.26) se yA =  0,5.
Sobre a linha onde 6 =  0 a matriz jacobiana é a seguinte:
-0,292893 -0,292893 0
J =  -0,292893 -0,292893 0
- 1 , 0857r + 0, 54289 +  0,0214 ( ^ )  -0 , 5r +  0,25 -  0,3921 ( ^ )  -0,35355
cujos autovalores são Ai =  0, A2 =  —0,58578 e A3 =  —0,35355, que fornecem a estabilidade 
dos estados estacionários.
Consideremos agora um estado saturado de A e vamos analisar a estabilidade deste 
estado, porém usando a aproximação de pares. Neste caso paa =  1, e o s  demais pares são 
todos nulos. A matriz jacobiana pode ser escrita na forma
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0 0 0 4y A -2 0 0 0
0 0 0 0 2ys 0 0
0 0 0 0 0 ^yc 0
--VA -V a -VA -^V a -^V a 3y^ 4 - 2yA
-V b -V b -V b —^ Vb -^yB  -  Va -  yc Va -  ‘^yB - 2ys
- y c - y c - y c -3yc Va -  2yc - 3 y c  - y A - V B  -- 2yc
0 0 0 0 yc -  yA y B - y A 0
' autovalores nulos, um autovalor — (jja +  1) e dois autovalores X± =
— 32y^ +  32yA- Se impusermos a condição A < 0 obtemos que yA > —1 ^ yA ^  1/2, 
que parecem incoerentes com os resultados de campo médio. Estes resultados nos dizem 
que podemos obter uma fase saturada de A, estável, mesmo para valores de abaixo 
de 1/2. Na verdade esperaríamos que estes resultados fossem compatíveis com aqueles 
obtidos em campo médio. Para compreender esta dificuldade calculamos os autovetores 
correspondentes e analisamos os valores possíveis de suas componentes lembrando que tais 
componentes correspondem aos deslocamentos infinitesimais que são feitos em torno do 
ponto fixo nimi espaço de 7 dimensões. Assim sendo, este ponto é aquele com paa = 1 
e demais componentes nulas, de modo que os deslocamentos possíveis, isto é, aqueles que 
são compatíveis com as condições (2.29)-(2.31), e com a própria definição dos devem 
ter desvios tais que eAA < 0, e os demais desvios devem ser todos positivos. Para o au­
tovalor zero as componentes do autovetor não nos dão nenhuma informação acerca dos 
valores de yA e deveríamos analisar os termos de ordem superior na expansão. Para o 
autovalor — -|- 1) as componentes do autovetor fornecem um deslocamento para uma 
região do espaço que é não-física, e, portanto, trata-se de apenas uma solução matemática 
sem significado físico. Finalmente, para os autovalores A±, e escolhendo-se r  =  0,5, isto 
é, B e C chegam com a mesma probabilidade, as componentes dos autovetores podem ser 
expressas em termos do deslocamento na direção de paa que como sabemos deve ser ne­
gativo; porém, uma inspeção de sinais nos mostra que os numeradores são todos positivos, 
e para que tenhamos os deslocamentos também positivos faz-se necessário que os denomi­
nadores sejam positivos. Por exemplo, para A+ e r  =  0,5, o deslocamento na direção de p„A 
vale €aa ^—3 +  Y^ l — 32y^ -f- 32y^ /  (8y^ — 4). Podemos notar que o primeiro termo entre 
parênteses é sempre negativo, que juntamente com o sinal de €aa nos da um numerador
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positivo, como mencionado. Como devemos ter e^A > 0 => ^Ua ~  4 > 0 > 1/2, como
era esperado.
Portanto, a análise de estabilidade do sistema, usando a aproximação de pares, pode 
ser feita estudando-se os sinais das componentes dos autovetores da matriz jacobiana, que 
nos dão os deslocamentos em tomo dos pontos fixos que representam os estados estacionários 
do sistema.
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A pêndice B 
Reação de dois m onôm eros na 
presença de um terceiro não reagente
Agora vamos considerar o caso^ em que existem dois monômeros que irão reagir na 
presença de imi terceiro que não reage com nenhum dos outros dois. Com isto, esperamos 
explicar melhor a razão dos resultados obtidos nos capítulos 2 e 3 para o caso em que /? =  0. 
Lembremos de que naquele modelo B e C  podem reagir com A o que nos obriga a tomarmos 
^  0, já que se assim não fosse estaríamos dizendo que A e B  não reagem; basta lembrar 
da definição que foi dada a /3. Se agora impusermos a condição de que A e B  não podem 
reagir, então devemos ter uma nova equação para a densidade de B, a saber
dpB
dt = yBPv, (B.l)
sendo que a adsorção de B é garantida se o sítio em que ele chegar estiver vazio e se nenhuma 
outra condição for considerada. Uma comparação desta expressão com a equação (2.11) 
nos permite concluir que este não é um caso particular daquele. Assim sendo, ao invés de 
interpretarmos o caso p = 0 como A  não reagindo com B, devemos tratá-lo como sendo 
um caso onde a probabilidade de A  reagir com B  é muito menor que a probabilidade de A  
reagir com C (/? <C 1). Além disto, a própria equação que descreve o comportamento da 
densidade de monômeros C fica modificada.Na figura B.l mostramos as concentrações dos 
monômeros para os estados estacionários quando B é depositado juntamente com C e A e 
a única reação que ocorre é entre A  e C. Notamos que agora o estado reativo que ocorria
^Vamos usar apenas a aproximação de campo médio em uma dimensão.
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F ig u r a  B . l :  Estados estacionários pEira dois monômeros reagentes {A e C )  na presença de um outro monômero que não 
reage B . Aqui, B  e C  possuem a mesma probabilidade de adsorção ( r  =  0,5), e e>s curvas representadas por quadrados , 
triângulos e círculos descrevem o comportamento das densidades estacionárias de A, B e C , respectivamente.
para yA = 0,5 desaparece. Entretanto podemos verificar que se r  ^  0  ^0), esse 
modelo torna-se essencialmente o modelo de dois monômeros, como podemos observar na 
figura B.2.Muitas vezes esperamos que certos modelos sejam imi caso particular de outros 
quando tomamos o limite de algumas grandezas envolvidas, mas em geral isto deve ser feito 
com muito cuidado. Concluímos, assim, que o simples fato de tomarmos um parâmetro 
infinitamente pequeno ou extamente zero nos leva a modelos fisicamente distintos.
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FiglirH , B .2 : N ^te diagrama, as densidades estacionárias dos monômeros A , B  e C  são plotadas em função da taxa de 
adsorção de A  para o caso em que a tsoca de adsorção de B é pequena (r =  0,05). Como podemos observar, o comportamento 
destas tende àquele mostrado na figura 2.2.
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